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The Non-Relativistic Approximation in the Theory of a Spin ½ Particle with Three Additional 
Characteristics in Electromagnetic Fields 

 
We start with the well-known Dirac-type four-component equation for a spin ½ particle with three 

additional characteristics, which includes several interaction terms interpreted as related to certain additional 
electromagnetic characteristics of a spin ½ particle. In this paper, we investigate the nonrelativistic approximation 
for this theory in the presence of electromagnetic fields. It turns out that in the nonrelativistic approximation, the 
derived equation takes the form of the standard Pauli-like equation for a spin ½ particle with an anomalous 
magnetic moment, defined as the sum of three parameters ( )µ σ η+ +  interpreted differently in the relativistic case. 

Key words: spin ½ particle, generalized Dirac equation, additional characteristics, external 
electromagnetic fields, non-relativistic approximation. 

 
НЕРЕЛЯТИВИСТСКОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ В ТЕОРИИ ЧАСТИЦЫ СО СПИНОМ ½ 

И ТРЕМЯ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 
В ПРИСУТСТВИИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ 

 
Исходим из известного 4-компонентного уравнения дираковского типа для частицы со спином ½ 

и тремя дополнительными характеристиками, в которое входят несколько членов взаимодействия, 
интерпретируемых как связанные с некоторыми дополнительными электромагнитными характерис-
тиками частицы со спином ½. В настоящей работе исследован вопрос о нерелятивистском пределе 
для этой теории в присутствии электромагнитных полей. Оказалось, что в нерелятивистском прибли-
жении уравнение принимает вид обычного уравнения Паули для частицы со спином ½ и аномальным 
магнитным моментом ( )µ σ η+ + , определяемым как сумма трех параметров, интерпретируемых              
по-разному в релятивистском случае.  

Ключевые слова: частица со спином ½, обобщенные уравнения Дирака, дополнительные харак-
теристики, внешние электромагнитные поля, нерелятивистское приближение. 
 

Introduction 
In [1], within the general method by Gel’fand and Yaglom, starting with the extended 

28-component representation of the Lorentz group – it includes four bispiniors and one spinor 
of the 3rd rank – for a spin ½ particle, it was constructed a relativistic P-invariant generalized 
system of equations for a spin ½ particle with three additional to electric charge characteristics. 
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First, this model was developed for a free particle, and the system of spinor equations 
was derived; then it was transformed to spin-tensor form in presence of external 
electromagnetic fields. After eliminating the accessory variables of the complete wave function, 
it was derived the minimal 4-component Dirac-like equation, the last includes several new 
interaction terms which were interpreted as related to some additional electromagnetic 
characteristics of a spin ½ particle. For more detail see [2–4]. 

In order to get additional arguments for correct interpreting the physical meaning of 
additional characteristics, in the present paper we have studied the non-relativistic limit for the 
theory under consideration. It turns out that in the non-relativistic approximation, the 
generalized equation takes the form of the ordinary Pauli-like equation for a spin ½ particle with 
anomalous magnetic moment ( )µ σ η+ + ; detemined as the sum of three paremeters, which in 
relativistic case were interpretted as different. 

 
1. The non-relativistic approximation 
Extended relativistic equation for a spin ½ particle with three additional characteristics 

, ,µ σ η  has the form [1] 
 

2{ ( )c kl c kl
c kl c kl

e ei D M F j D F j
M M
µ σγ γ− + + +

 
 

2
53

1 1( 2 )} = 0,
2 4

kl n l l kn kl mnkl
kl l n kl n kl mn kl

e D F j F F F F j F F F F
M
η γ+ + + + + Ψ

       (1) 
where 

2 1= , = ( )( ), = ( ).
4

c c kl k l l k
c c c c cD ieA D ieA ieA J γ γ γ γ∂ + ∂ + ∂ + −

 
klF  is a electromagnetic tensor, and klJ  are the Lorentzian bispinor generators. 

Let us make the (3 1)+ -splitting in eq. (1): 
 

0
0{ ( )j

ji D D Mγ γ+ − +  
01 02 03 23 31 12

01 02 03 23 31 12
2 ( )e F j F j F j F j F j F j
M
µ

+ + + + + + +
 

0 01 02 03 23 31 12
0 01 02 03 23 31 122

2 ( )( )j
j

e D D F j F j F j F j F j F j
M
σ γ γ+ + + + + + + +

 
2 01 02 03 23 31 12
0 01 02 03 23 31 123 {2( )(j j

e D D D F j F j F j F j F j F j
M
η

+ − + + + + + +
 

5
1 12 )} = 0.
2 4

n l l kn kl mnkl
l n kl n kl mn klF F F F j F F F Fγ+ + + + Ψ

            (2) 
 

Taking in mind the identities (we apply the notations 1 01 1 23= , = ,...E F B F ) 
 

2 2 2 2 2 2 2 2
01 02 03 23 31 12

2 2 5
5

= 2 2 2 2 2 2 = 2( ),
1 10, = , = ;
2 4

n l
l n

l kn kl mnkl
kl n kl mn kl

F F F F F F F F E B

F F j F F B E F F E Bγ γ

+ + − − − −

≡ −

 

   


         (3) 

 

and the notations 
 

01 02 03 23 31 12( ) = ( , , ), ( ) = ( , , );i iK j j j J j j j
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we can present eq. (2) differently 
 

0
0{ ( )γ γ+ − +j

ji D D M  
0

02

2 2( ) ( )( )j
j

e eE K BJ D D E K BJ
M M
µ σ γ γ+ + + + + +
       

 
2 2 2 5
03 (2( )( ) ( ) ) = 0.j j

e D D D E K BJ E B E B
M
η γ+ − + + − + Ψ

       

       (4) 
 

For the following, it is convenient to use the Pauli basis for the Dirac matrices: 
 

0 5 0 1 2 3

0 1 2 3

00 0
= , = , = = ,

00 0

1 0 0 1 0 1 0
= , = , = , = .

0 1 1 0 0 0 1

jj

j

I I
i

I I

i
i

σ
γ γ γ γ γ γ γ

σ

σ σ σ σ

−
−

−− −

−
−              (5) 

 

Also we need expressions for generators 1= ( )
4
γ γ γ γ−ab a b b aj  in this basis: 

 

31 201 02 03
1 2 3

31 2

31 223 31 12
1 2 3

31 2

00 01 1 1= = , = = , = = ,
00 02 2 2

00 0
= = , = = , = = .

00 02 2 2

K j K j K j

i i iJ j J j J j

σσ σ
σσ σ

σσ σ
σσ σ

−− −

− − −
    (6) 

 

Further, we apply the method of projective operators [3]: 
 

 

0 0

1 2

1 1 2 2

0 0 0
= = = , = = = ,

0 0 02 2
( ) 0( )

= , = = , = = ;
( ) ( )0

II IP P P P
I

x x
P P

x x

γ γ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

+ −

+ +

− −

+ −

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ
   (7) 

 

in the non-relativistic approximation, the component ( )xϕ+  should be considered as large, and 
( )xϕ−  as small one. 

Taking this in mind, we present the main equation in the block form 
 

0

0

( )
( )

k k

k k

iD M iD
iD iD M

σ ϕ
σ ϕ

+

−

−
+

− − −
( ) 0

0 ( )
E iBe

M E iB
ϕσ σµ
ϕσ σ
+

−

−
+

− −

 

 

 

 

 
 

0
2

0

( ) 0
0 ( )

k k

k k

D D E iBe
D DM E iB

σ ϕσ σσ
σ ϕσ σ

+

−

−
+ +

− − − −

 

 

 

 

 
 

2
03

( ) 0[( )
0 ( )j j

E iBe D D D
M E iB

ϕσ ση
ϕσ σ
+

−

−
+ − +

− −

 

 

 

 

 
 

2 2

2 2

0( ) 0 ] = 0;
00 ( )
IE B E B

IE B
ϕ ϕ
ϕ ϕ
+ +

− −

−−
+ +

−−

 

 

 

                 (8) 
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whence it follows 
 

0

0

( ) ( )
( ) ( )

k k

k k

iD M iD E iBe
iD iD M M E iB

ϕ σ ϕ σ σ ϕµ
σ ϕ ϕ σ σ ϕ

+ − +

+ − −

− + −
+ +

− + − − − −

 

 

 

 

 
0

2
0

( ) ( )
( ) ( )

k k

k k

D E iB D E iBe
M D E iB D E iB

σ σ ϕ σ σ σ ϕσ
σ σ σ ϕ σ σ ϕ

+ −

+ −

− + − −
+ +

− − − − −

   

   

   

   

 

 

2 2 2
0

2 2 23
0

( )( ) ( ) ( )
= 0.

( )( ) ( ) ( )
j j

j j

D D D E iB E B E Be
D D D E iB E B E BM

σ σ ϕ ϕ ϕη
σ σ ϕ ϕ ϕ

+ + −

− − +

− − + − −
+

− − − + − −

     

 

     

 

        (9) 
 

Thus, we arrive at the following two equations: 
 

0( ) ( )µϕ σ ϕ σ σ ϕ+ − +− + + − +
 

 

k k
eiD M iD E iB
M  

02 [ ( ) ( ) ]k k
e D E iB D E iB
M
σ σ σ ϕ σ σ σ ϕ+ −+ − + − − +

   

   

 
2 2 2
03 [( )( ) ( ) ( ) ] = 0,j j

e D D D E iB E B E B
M
η σ σ ϕ ϕ ϕ+ + −+ − − + − −

     

 

 

0( ) ( )k k
eiD iD M E iB
M
µσ ϕ ϕ σ σ ϕ+ − −− + − − + − − +

 

 

 

02 [ ( ) ( ) ]k k
e D E iB D E iB
M
σ σ σ σ ϕ σ σ ϕ+ −+ − − − − − +

   

   

 
2 2 2
03 [( )( ) ( ) ( ) ] = 0.j j

e D D D E iB E B E B
M
η σ σ ϕ ϕ ϕ− − ++ − − − + − −

     

 

 
 

Now, we should separate the rest energy, by using the formal changes 
 

2 2 2
0 0 0 0 0 0 0( ), ( ), ( 2 );D D iM iD iD M D D iMD M⇒ − ⇒ + ⇒ − −  

 

then we obtain 
 

0( ) ( )k k
eiD M M iD E iB
M
µϕ σ ϕ σ σ ϕ+ − ++ − + + − +
 

 

 

02 [( )( ) ( ) ]k k
e D iM E iB D E iB
M
σ σ σ ϕ σ σ σ ϕ+ −+ − − + − − +

   

   

 
 

2 2 2 2
0 03 [( 2 )( ) ( ) ( ) ] = 0,j j

e D iMD M D D E iB E B E B
M
η σ σ ϕ ϕ ϕ+ + −+ − − − − + − −

     

 

 
 

0( 2 ) ( )k k
eiD iD M E iB
M
µσ ϕ ϕ σ σ ϕ+ − −− + − − + − − +

 

 

 
 

02 [ ( ) ( )( ) ]k k
e D E iB D iM E iB
M
σ σ σ σ ϕ σ σ ϕ+ −+ − − − − − − +

   

   

 
 

2 2 2 2
0 03 [( 2 )( ) ( ) ( ) ] = 0.j j

e D iMD M D D E iB E B E B
M
η σ σ ϕ ϕ ϕ− − ++ − − − − − + − −

     

 
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Dividing both equations by M, we get 
 

0 2

1 1 ( )k k
ei D i D E iB

M M M
µϕ σ ϕ σ σ ϕ+ − ++ + − +

 

 

02

1 1[( )( ) ( ) ]k k
e D i E iB D E iB
M M M
σ σ σ ϕ σ σ σ ϕ+ −+ − − + − − +

   

   

 
2 2 2
0 02 2 2 2 2

1 1 1 1 1[( 2 1 )( ) ( ) ( ) ] = 0,j j
e D i D D D E iB E B E B
M M M M M M
η σ σ ϕ ϕ ϕ+ + −+ − − − − + − −

     

 

 

0 2

1 1( 2) ( )k k
ei D i D E iB

M M M
µσ ϕ ϕ σ σ ϕ+ − −− + − − + − − +

 

 

 

02

1 1[ ( ) ( )( ) ]k k
e D E iB D i E iB
M M M
σ σ σ σ ϕ σ σ ϕ+ −+ − − − − − − +

   

   

 
2 2 2
0 02 2 2 2

1 1 1 1[( 2 1 )( ) ( ) ( ) ] = 0.j j
e D i D D D E iB E B E B
M M M M M
η σ σ ϕ ϕ ϕ− − ++ − − − − − + − −

     

 

   
 

It is known (for instance, see in [3]) that we should assume the following orders of 
smallness for the involved quantities (magnetic components jB  arise from commutators [ ]klD , 
electric components kE  arise from commutators [0 ]kD , whence follow their smallness orders 
shown below): 

 

 
2 2 3

0 2 2

1 11, , , , , .j j
j

B E
x D x D x x x

M M M M
ϕ ϕ+ −     

 (10) 
 

In both equations, we will equate to zero only the terms of the primary orders, x  and 2x ; 
in this way, we obtain two approximate equations: 

 

1, = = 0;
2

ϕ σ ϕ− +− k kx i D
M  

2
0 2 2 2

1 1, ( ) ( ) ( ) = 0.k k
e e ex i D i D i B B i B

M M M M M
µ σ ηϕ σ ϕ σ ϕ σ ϕ σ ϕ+ − + + ++ − − +

  

  

 
 

Further, eliminating the small component ϕ− , we derive an equation for the large 
component 

 

0 2 2 2

1 1 1( )( ) ( ) ( ) ( ) = 0,
2k k n n

e e ei D i D i D i B B i B
M M M M M M

µ σ ηϕ σ σ ϕ σ ϕ σ ϕ σ ϕ+ + + + ++ − − − +
  

  

 
 

or shorter 
 

0
1 ( )( ) ( )( ) = 0;

2 k k n n
eiD D D i i B

M M
ϕ σ σ ϕ µ σ η σ ϕ+ + ++ + − − +





 
 

it is convenient to change the notations: , iµ µ σ σ− ⇒ ⇒ . Taking in mind the multiplication 
rules for the Pauli matrices, we get 
 

2( )( ) = ( ) = = ;k k n n k n kn knm m n n n n n nD D D D i D D ieB D ieBσ σ δ σ σ σ+ + +  
 

so we arrive at the equation (let =ϕ Ψ ). 
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2

0
1 ( ) = 0.

2 2
σ µ σ η σ+Ψ + Ψ + Ψ + + + Ψ
 

 ie ieiD D B B
M M M             (11) 

 

Thus, in the non-relativistic limit, the generalized equation takes the form of the ordinary 
Pauli equation for a spin ½ particle with anomalous magnetic moment ( )µ σ η+ + . 

 
Conclusion 
For the theory under consideration, we have studied the non-relativistic approximation 

in the theory of a particle with 3 additional characteristics. It is shown that in this limit, the 
generalized equation takes the form of the ordinary Pauli equation for a spin ½ particle with 
anomalous magnetic moment; detemined as the sum of three paremeters ( )µ σ η+ + . 
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SPIN 2 PARTICLE IN THE COULOMB FIELD, 
STATES WITH MINIMAL VALUE OF THE QUANTUM NUMBER = 0j  

 
The main goal of this study is to derive the non-relativistic system of equations for a spin 2 particle in 

presence of the external Coulomb field, then to solve it and to find the relevant energy spectra. We started with 
the known radial system of 39 equations derived for the case of a free particle and modified to take into account 
the presence of the Coulomb field. After eliminating the 28 components related to vector and 3-rank tensor, we 
get the system of second order for 11 components referring to scalar and symmetric tensor. Previously, the problem 
of a non-relativistic spin 2 particle in external Coulomb field was studied. In turned out that this study did not 
cover the case of minimal value of the quantum number, = 0j . In the present paper, this special situation is  
solved, the corresponding energy spectrum is found.  

Key words: spin 2 particle, angular momentum, coulomb field, non-relativistic equation, projective 
operators, energy spectrum. 

 
Частица со спином 2 в кулоновском поле,  

состояния с минимальным значением квантового числа = 0j  
 

Основная цель исследования – вывести нерелятивистскую систему уравнений для частицы 
со спином 2 в присутствии внешнего кулоновского поля, затем решить ее и найти соответствующие 
энергетические спектры. В работе использована известная радиальная система из 39 уравнений, выве-
денная для случая свободной частицы и модифицированная с учетом присутствия кулоновского поля. 
После исключения 28 компонент, связанных с вектором и тензором третьего ранга, мы получаем систему 
второго порядка для 11 компонент, относящихся к скаляру и симметричному тензору. Ранее была изучена 
задача о нерелятивистской частице со спином 2 во внешнем кулоновском поле. Однако данное 
исследование не охватывало случай минимального значения квантового числа = 0j . В работе 
исследован именно этот случай, найден соответствующий энергетический спектр. 

Ключевые слова: частица со спином 2, angular momentum, кулоновское поле, нерелятивистское 
уравнение, проективные операторы, спектр энергии. 

 
1. Solving the problem 
In [1], the problem of a non-relativistic spin 2 particle in external Coulomb field was 

studied. In turned out that this study did not cover the case of minimal value of the quantum 
number, = 0j . In the present paper, this special situation will be solved. Let us recall only the 
needed points. The wave function of a relativistic spin 2 particle consists of a scalar ( H ), 
4-vector ( 1H ), symmetric tensor( 2H ), and 3-rank tensor antisymmetric in two indices ( 3H ); 
in total, the wave function includes 39 components. On solutions with spherical symmetry the 
following operators are diagonalized  

 

 
2 2 (1)

3 (1) 1 1 3 1 1
2 (2) 2 (3)

(2) 2 2 3 2 2 (3) 3 3 3 2 3

= ( 1) , = ; = ( 1) , = ;
= ( 1) , = ; = ( 1) , = .

J H j j H J H mH J H j j H J H mH
J H j j H J H mH J H j j H J H mH

+ +
+ +

 

    (1) 

 

To separate the variables, we applied the Wigner D-functions technique 
, 3 3

( , ,0) =j
m s sD Dφ θ− − − ; see in [2; 3], at this the known recurrent relations [2] were used: 

 

mailto:ivashkevich.alina@yandex.by
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0 1 1 0 1 1

1 0 2 1 0 2

1 2 0 1 2 0

2 1 3 2 1 3

2

1 1 1 1= , = ,
2 2 sin 2 2
1 1 cos 1 1= , = ,
2 2 sin 2 2
1 1 cos 1 1= , = ,
2 2 sin 2 2
1 1 2cos 1 1= , = ,
2 2 sin 2 2

=

mD a D a D D a D a D

mD a D b D D a D b D

mD b D a D D b D a D

mD b D c D D b D c D

D

θ

θ

θ

θ

θ

θ
θ

θ
θ

θ
θ

θ

− + − +

+ + + +

− − − −

+ + + + + +

−

−
∂ + − − −

− −
∂ + − − −

− +
∂ + − − −

− −
∂ + − − −

∂ 3 1 2 3 1
1 1 2cos 1 1, = ; ,
2 2 sin 2 2

mc D b D D c D b Dθ
θ− − − − −

− +
+ − − −

    (2) 

 ( 1) = , ( 1)( 2) = , ( 2)( 3) = .j j a j j b j j c+ − + − +  
We use the following substitutions (which refer to the cyclic basis, the common 

multiplier i te−   is omitted): 
1 2

2 0

3 2

0 0 1 1

1 1 2 0
0 1 2

2 0 3 1

3 1 1 1

2 0

3 1

0 0

10 1 11 2

20 0 21 1

30 1
0 1

10 1

20 0

30 1

( )
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

= ( ) , = , = ,
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )
( )

= , =
( )
( )
( )

f r D
f r D
f r D

h r D c r D
h r D c r D

H h r D H H
h r D c r D
h r D d r D

d r D
d r D
f r D

E r D E r D
E r D E r D
E r D
B r D
B r D
B r D

ϕ ϕ

−

+

+

−

−

+ −

+

− −

−

+

+

−

12 1 13 0

22 0 23 1

31 0 32 1 33 2
2 3

11 0 12 1 13 2

21 1 22 0 23 1

31 2 32 1 33 0

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
, = , = .

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

E r D E r D
E r D E r D

E r D E r D E r D
B r D B r D B r D
B r D B r D B r D
B r D B r D B r D

ϕ ϕ

−

+

+ +

+ +

− +

− −

 (3) 
 

In cyclic basis, the third projection of spin is a diagonal matrix. For special case = 0j , 
we should impose the following restrictions (because only the Wigner functions 0

0,0 = 1D  may 
be used in describing such states): 

1 3 1 3 1 3 1 3= 0, = 0, = 0, = 0, = 0, = 0, = 0, = 0,h h f f c c d d  

 

10 11 12 23

30 21 32 33

10 21 12 13

30 31 32 23

= 0, = 0, = 0, = 0,
= 0, = 0, = 0, = 0,
= 0, = 0, = 0, = 0,
= 0, = 0, = 0, = 0.

E E E E
E E E E
B B B B
B B B B

       (4) 

In order to take into account the presence of the Coulomb field, we make the change  
 

0( ) ,D
r
α

⇒ + ≡   
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then the 39 equations (see in [1]) take on the form 
 

H 

( ) ( )1 3 0 0 2 22 2 4 = 0;a h h r iD h mh h h′+ + + + +  

1H  

( ) ( )1 3 0 0 2 0 0 22 2 3 3 4 = 0,a d d r iD f d mh iD rh d′+ + + − − +  

32 1
0 1 3 1

32 3 2 1 = 0,
36 2

cac ah bf iD d c mh
rr ′

− +  + + + − 
 

 

( ) ( )1 3 0 2 2 2 2 22 2 2 3 6 4 4 = 0,a c c r iD d f h mh c f′ ′+ + + + − + +  

2 3 1
0 3 1 3

2 3 2 31 = 0;
36 2

ac ah bf ciD d c mh
rr ′

− +  + + + − 
 

 

2H  
( )21 131

0 11 1 31

2
' = 0,

2
b B hB iD E mf B

r r
+

− − − +  

( ) ( )( )11 33 2 20 2 12 21 23 32 10 30 1 34 4 8 4 2 2 3 3 2B B mrf E h a B B B B E E h h− − + − + + − − + + − +  

( )( )0 13 22 31 0 11 33 20 22 3 2 ' ' ' 6 = 0,r iD E E E h B B E h ′+ − + + + − + + +  

( ) ( )13 23 3 0 33 3 132 2 2 2 ' = 0,B b B h r iD E mf B− + − − + +  

( ) ( )( )13 23 22 33 2 3 1 0 23 32 12 32 2 2 2 4 2 2 ' 2 = 0,bB B a B B h h r mc iD E E B h ′+ + − − − − + + + −  

( )( )12 21 23 32 10 30 1 32 2a B B B B E E h h+ − − − − − +  

( ) ( )( )( )20 2 2 0 13 22 31 0 11 33 20 22 2 2 4 2 ' ' ' 2 = 0,E h r mc iD E E E h B B E h ′− + + + + + − + − + −  

( )( ) ( ) ( )( )3 11 31 22 2 21 0 12 21 1 32 14 2 2 2 2 ' 2 = 0,mrc aB bB a B h B irD E E h r B h ′− + − − + − + + + − +  

( )( ) ( )( )( )1 11 20 31 0 30 12 21 0 10 1 30 214 2 2 2 2 2 ' ' = 0,mrd bE a B E h B E E r iD E h B E− + + − + − + + + + − + + +  

( ) ( )( )( )10 30 12 32 13 22 31 2 0 20 2 22 02 2 2 2 2 ' 2 = 0,a B B E E E E E r md iD E h E h ′− + + + + + + − − + + +  

( ) ( )( )10 23 32 33 20 13 0 3 0 30 3 10 232 4 2 2 2 2 2 2 2 ' ' = 0,B E E bE a B E h r md iD E h B E− + + + + + − − + + + −  

( )( )11 12 21 23 32 10 30 1 34 2 3 3 2B a B B B B E E h h+ − + − + + + +  

( )( )( )33 20 2 0 0 13 22 31 0 11 33 20 22 2 6 4 4 6 ' ' 3 ' 2 = 0;B E h r mf iD E E E h B B E h ′+ − + + + − + − + − + − + +  

3H  

( ) ( )3 2 0 1
0 1 10 3

6 2 3
2 2 3 ' = 0,

c ac af bf
iD d mE c

r
+ + +

+ − − +  

( ) ( )( )2 1 3 2 0 2 20 0 24 2 4 2 2 3 ' ' = 0,c a c c f r iD d mE f f+ + + + − − + +  

( ) ( )1 2 0 3
0 3 30 1

6 2 3
2 2 3 ' = 0,

c ac af bf
iD d mE c

r
+ + +

+ − − +  

( )3 132
10 3 20= 0, = 0,

2 2
a d ddadmB d mB

rr r′

−
− + + + −  

( ) 1
1 2 30 1 11 0 1 0 3 21 12 2 ' = 0, = 0, ' = 0,

2
bdd ad r mB d mE iD f iD c mE d

r
+ + + − − − − −

 ( ) ( )( )2 1 3 31 0 2 0 22 2 2 2 3 3 ' = 0,d a d d r mE iD c f d+ − − + + +  
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( ) ( ) ( )1 3 2 2 11 0 2 2 22 2 2 2 3 3 ' ' = 0,a c c c f r mB iD d c f− − + + + − +  

( )2 1
21 0 1 3

2 2
3 ' = 0,

ac bf
mB iD d c

r
−

− + + +  

( ) 1 2
3 1 31 1 0 3 122 2 2 ' = 0, = 0,

2
d adbc f r mB f iD c mE
r r

+ + + − + + −  

( ) ( )2 1 3 22 0 0 2 24 2 6 2 3 4 ' = 0,d a d d mrE irD f f rd+ + − + − −  

32
0 1 32 = 0,

2
dadiD c mE
rr

− + + −  

( )12 1 0 3 2 2 3 16 6 2 2 3 4 ' = 0,mrB c irD d ac af bf rc− + + − + −  

( )1 3
22 = 0,

2
a c c

mB
r
−

−  

( )32 3 0 1 2 1 2 36 6 2 2 3 4 ' = 0,mrB c irD d ac bf af rc− − + + + − −  

( ) ( )( )2 1 3 13 0 2 0 22 2 2 2 3 3 ' = 0,d a d d r mE iD c f d− + − + + + +  

3
0 1 23 3 33 0 3= 0, = 0,

2
bdiD c mE d mE iD f

r′− − − − −  

( )3 231
13 3 23 0 3 1

2 2
' = 0, 3 ' = 0,

2
bf acfbcmB f mB iD d c

r rr
−

− + + + − − + −  

( ) ( ) ( )3 1 2 2 33 0 2 2 22 2 2 2 3 3 ' ' = 0.a c c c f r mB iD d c f− − + + − + − +  
 

Taking in mind restrictions (4), we obtain more simple system 
 

H  
0 0 2 22 2 2 4 = 0irD h mrh rh h′+ + + ; 

1H  

0 0 0 2 2 02 3 2 4 6 = 0,irD f irD h rd d mrh′− + + −  

2 = 0, 0 = 0 ( 0)
3 2 2 2
ac ah a

r r
− ≡  

0 2 2 2 2 22 4 2 ' 4 3 6 = 0,irD d c rf f rh mrh′+ + + + −  

2 = 0, 0 = 0 ( 0)
3 2 2 2
ac ah a

r r
− ≡  

2H  

21
21= 0, 0 = 0 ( 0)

2
bB B

r
− ≡  

0 13 0 22 0 31 0 0 33 33 20 20 2 2 22 6 2 4 2 ' 4 2 ' 4 8 12 ' 8 = 0,irD E irD E irD E irD h rB B rE E mrf rh h− − − − + − + + − + −
 0 = 0,  

22 33 22 2 2 2 = 0, 0 = 0 ( 0),aB aB ah a− − ≡

0 13 0 22 0 31 0 0 33 2 20 20 2 22 2 2 4 2 ' 8 2 ' 4 4 ' 8 = 0,irD E irD E irD E irD h rB mrc rE E rh h− − − + + − − − + −  

22 2 21 212 2 2 2 = 0, 0 = 0 ( 0, 0)),aB ah B a B− − − ≡ ≡  

20 31 02 2 2 2 = 0, 0 = 0 ( 0),aB aE ah a− + − ≡  
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0 20 0 2 2 22 13 22 31 02 4 4 2 ' 2 4 2 4 = 0,irD E irD h mrd rE E E E rh ′− − − + + + + +  

20 13 02 2 2 2 = 0, 0 = 0 ( 0),aB aE ah a+ − ≡  

0 13 0 22 0 31 0 0 33 33 20 20 0 2 22 2 2 12 2 ' 4 6 ' 12 8 4 ' 8 = 0,irD E irD E irD E irD h rB B rE E mrf rh h+ − + − − − + + − + +  

3H  

02 3 22 = 0, 0 = 0 ( 0),afac a
r r

+ ≡  

0 2 2 20 0 2 24 4 6 6 ' 2 ' 4 = 0,irD d c mrE rf rf f− + − − + +  

02 3 22 = 0, 0 = 0 ( 0),afac a
r r

+ ≡  

2
20 20= 0, 0 = 0 ( 0), = 0, 0 = 0 ( 0)

2
ad a mB B

r
≡ − ≡  

22 = 0, 0 = 0 ( 0),ad a ≡  

0 2 0 0 2 2 316 2 2 ' 2 6 = 0,irD c irD f rd d mrE− − − + −  

0 2 2 2 2 2 112 6 ' 2 2 ' 2 6 = 0,irD d rc c rf f mrB− − + − +  

22 2 = 0, 0 = 0 ( 0),ac a
r

≡  

2
0 0 0 2 2 2 22= 0, 0 = 0 ( 0), 2 6 4 4 6 = 0,

2
ad a iD rf irD f rd d mrE

r ′≡ − − + −  

2
2 2= 0, 0 = 0 ( 0), 2 3 2 = 0, 0 = 0 ( 0),

2
ad a ac af a

r
≡ − ≡  

22 22 2 2= 0, = 0, 2 3 2 = 0, 0 = 0 ( 0),mB B ac af a− − ≡  

0 2 0 0 2 2 136 2 2 ' 2 6 = 0,irD c irD f rd d mrE+ + − +  

22 2 = 0, 0 = 0 ( 0),ac a
r

− ≡  

0 2 33 2 2 2 22 6 6 2 2 ' 2 = 0.irD d mrB rc c rf f′− − − + −  
 

Whence it follows 
 

H  
0 0 2 22 2 2 ' 4 = 0,irD h mrh rh h+ + +  

1H  

0 0 0 2 2 02 3 2 ' 4 6 = 0,irD f irD h rd d mrh− + + −  

0 2 2 2 2 22 4 2 ' 4 3 6 = 0,irD d c rf f rh mrh′+ + + + −  

2H  

0 13 0 22 0 31 0 0 33 33 20 20 2 2 22 6 2 4 2 ' 4 2 ' 4 8 12 ' 8 = 0,irD E irD E irD E irD h rB B rE E mrf rh h− − − − + − + + − + −

0 13 0 22 0 31 0 0 33 2 20 20 2 22 2 2 4 2 ' 8 2 ' 4 4 ' 8 = 0,irD E irD E irD E irD h rB mrc rE E rh h− − − + + − − − + −  

0 20 0 2 2 22 13 22 31 02 4 4 2 ' 2 4 2 4 ' = 0,irD E irD h mrd rE E E E rh− − − + + + + +  

0 13 0 22 0 31 0 0 33 33 20 20 0 2 22 2 2 12 2 ' 4 6 ' 12 8 4 ' 8 = 0,irD E irD E irD E irD h rB B rE E mrf rh h+ − + − − − + + − + +  

3H  

0 2 2 20 0 2 24 4 6 6 ' 2 ' 4 = 0,irD d c mrE rf rf f− + − − + +  
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0 2 0 0 2 2 316 2 2 ' 2 6 = 0,irD c irD f rd d mrE− − − + −  

0 2 2 2 2 2 112 6 ' 2 2 ' 2 6 = 0,irD d rc c rf f mrB− − + − +  

0 0 0 2 2 2 222 6 4 ' 4 6 = 0,irD f irD f rd d mrE− − + −  

0 2 0 0 2 2 136 2 2 ' 2 6 = 0,irD c irD f rd d mrE+ + − +  

0 2 33 2 2 2 22 6 6 2 2 ' 2 = 0.irD d mrB rc c rf f′− − − + −  
 

Let us take into account the parity restrictions [1]: 1= ( 1) jP +−   
 

 0 0 2 2 2 2

20 22 13 31 33 11

= 0, = 0, = 0, = 0, = 0, = 0, = 0,
= 0, = 0, = , = ;

h h f h f c d
E E E E B B−

      (5) 
 

the the above system simplifies 
 

0 = 0,H  

1 0 = 0,H  

2 11 11 11 11 112 ' 4 = 0, 2 ' = 0, 0 = 0, 2 ' 4 = 0,H rB B rB rB B− − −  

3 31 11 13 330 = 0, = 0, 6 = 0, 0 = 0, 6 = 0, 6 = 0.H E mrB mrE mrB−  
 

We can readily see that any states with this parity do not exist. 
For the parity = ( 1) jP − , we have the following restrictions [1]: 
 

 3 1 3 1 3 1 3 1= ; = , = , = ;h h f f c c d d+ + + +  
 

and the system of equations reads 
H   

0 0 2 22 2 2 ' 4 = 0irD h mrh rh h+ + +  

1H   

0 0 0 2 2 02 3 2 ' 4 6 = 0,irD f irR h rd d mrh− + + −  

0 2 2 2 2 22 4 2 ' 4 3 6 = 0,irR d c rf f rh mrh′+ + + + −  

2H  

0 22 0 31 0 0 11 11 20 20 2 2 26 4 4 4 ' 8 2 ' 4 8 12 ' 8 = 0,irD E irD E irD h rB B rE E mrf rh h− − − − + + + − + −  

0 22 0 31 0 0 11 2 20 20 2 22 4 4 4 ' 8 2 ' 4 4 ' 8 = 0,irD E irD E irD h rB mrc rE E rh h− − + − − − − + −  

0 20 0 2 2 22 22 31 02 4 4 2 ' 4 4 4 ' = 0,irD E irD h mrd rE E E rh− − − + + + +  

0 22 0 31 0 0 11 11 20 20 0 2 22 4 12 4 ' 8 6 ' 12 8 4 ' 8 = 0,irD E irD E irD h rB B rE E mrf rh h− + − + + + + − + +  
 

3H  

0 2 2 20 0 2 24 4 6 6 2 ' 4 = 0,irD d c mrE rf rf f′− + − − + +  

0 2 0 0 2 2 316 2 2 ' 2 6 = 0,irD c irD f rd d mrE− − − + −  

0 2 11 2 2 2 22 6 6 ' 2 2 ' 2 = 0,irD d mrB rc c rf f+ − − + −  

0 0 0 2 2 2 222 6 4 ' 4 6 = 0,irD f irR f rd d mrE− − + −  

0 2 0 0 2 2 316 2 2 ' 2 6 = 0,irD c irD f rd d mrE the same+ + − +  

0 2 11 2 2 2 22 6 6 ' 2 2 ' 2 = 0,irD d mrB rc c rf f the same+ − − + −  
 

We express the variables 0 2,h h  from the group 1H , and the variables 20 31 11 22, , ,E E B E  
from the group 3H , and substitute the results in the equations of the groups H  and 2H : 
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0 2 0 2 0 2 2 22 2 2 2 2 2

2 1 2 1 8 1 4 1 4 1
3 3 3 3 3r r ri D D d i D D d i D d D c c

m m m r m r m r
+ + + + +  

2 2 2 2
2 2 2 0 0 02 2 2 2 2 2 2 2

8 1 2 1 4 1 1 1 1 2 12 2 = 0,
3 3 3 3r r r rD f D f f D h D h D h h D f

m r m m r m m m r m
+ + + + + + + −  

 

2 2
0 2 0 2 0 2 0 0 0 02 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 14 4 16 2 4 2r r r ri D D d i D D d i D d D f D f D f
m m m r m m r m

+ + − + − − −  

2 2 2 2
0 2 2 2 2 2 02 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 16 8 4 6 8 2 6 4r r r rD f f D f D f f D h D h D h
m m r m m r m m m r

− − + + − − + − −  

2 2
0 2 2 2 22 2 2 2 2

1 1 1 14 16 4 8 = 0,r rD c D c D c c
m m r m m r

− + − −  
 

2 2
0 2 2 2 2 0 2 0 22 2 2 2 2 2

1 1 1 1 14 8 4 8 4 4r r rD c c D c c i D D d i D D d
m m m r m m

− − − − + + −  

2 2 2 2
0 0 0 0 0 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 12 4 2 2 4 2 8r r r rD f D f D f D f D f D f f
m m r m m m r m m r

− + + − − + − +  

2 2
0 2 2 2

1 1 12 2 4 = 0,r rD h D h D h
m m m r

+ + −  

2 0 2 0 0 0 02 2 2

1 1 14 8 2 2r rd i D c i D D f i D D f
m r m m

− − + + −  

0 2 0 2 0 2 0 02 2 2 2 2

1 1 1 1 12 8 2 2 2 = 0,r r r ri D D f i D f i D D f i D D h i D D h
m m r m m m

− − − − −  

2 2
0 2 2 2 2 0 2 0 2 0 22 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 14 16 4 8 4 16 4r r r rD c D c D c c i D D d i D d i D D d
m m r m m r m m r m

+ + + − − − +

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 16 8 12 6 2 12 2 8r r r rD f f D f D f D f D f D f f
m m r m m m r m m r

+ − − − − + + + −

2 2
02 2 2

1 1 16 2 4 = 0.r rD h D h D h
m m m r

− + +  
 

For states with the parity = ( 1) jP − , the 5 independent components are divided into 
large ( L ) and small ( S ) parts as follows (see in [1]) 

 

 2 2
1 2 2 2 2 2 10 0 12= , = , = , = , = .

2
L Sh S f L S c d S f S+

+         (6) 
 

When performing the non-relativistic approximation, we should separate the rest energy 
by formal change 0 0 , > 0D M iD M⇒ + ; besides, bellow we should take into account the 
identify =m M− . 

As known, we should assume the following smallness orders for the wave function 
components and derivatives (see in [1])  

1 11, , , ,k rL S x D x x
m mr

   
 

2
0 0 0

1 1 1 1( ) = [ ( )] (1 ) (1 ),iD m iD m E R x
m m m r m

α
⇒ + + + + + 

 

2 2 2 2 4
0 0 02 2 2

1 2 1 1 1= ( 1 ( ) ( ) ) = ( 1 2 ) (( 1 ) ).D E E R R x x
m m r m r m m

α α
− − + − + − − − − − −

 

0 10 0 10 0 10
2 1 1 2 1 1 8 1 1(1 ) (1 ) (1 )
3 3 3r rR D S D R S R S

m m m m mr m
+ + + + + +  
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2 2 2 2
2 2 2

4 1 4 1
3 2 3 2r

L S L SD
m r m r

+ +
+ + +  

2
2 2 2 2 2 22 2 2 2

8 1 2 1 4 1( ) ( ) ( )
3 3 3r rD L S D L S L S

m r m m r
+ + + + + + +  

2 2
0 1 1 1 1 0 122 2 2

1 1 1 2 1( 1 2 ) 2 2 = 0,
3r rR S D S D S S D S

m m m r m
+ − − + + + −  

 

0 10 0 10 0 10
1 1 1 1 1 14 (1 ) 4 (1 ) 16 (1 )r rD R S R D S R S
m m m m mr m

+ + + + − + +  

2
0 12 12 122 2

1 1 12( 1 2 ) 4 2r rR S D S D S
m m r m

+ − − − − −  

2
0 2 2 2 2 2 2 2 22 2

1 1 16( 1 2 )( ) 8( ) 4 ( ) 6 ( )r rR L S L S D L S D L S
m m r m

− − − + − + + + + + −  

2
2 2 0 1 1 12 2 2 2

1 1 1 18 ( ) 2( 1 2 ) 6 4r rL S R S D S D S
m r m m m r

− + − − − + − −  

22 2 2 2 2 2 2 2
0 2 2 2 2

1 1 1 14( 1 2 ) 16 4 8 = 0,
2 2 2 2r r

L S L S L S L SR D D
m m r m m r

+ + + +
− − − + − −  

22 2 2 2 2 2 2 2
0 2 2 2

1 1 14( 1 2 ) 8 4 8
2 2 2 2r

L S L S L S L SR D
m m m r

+ + + +
− − − − − − +  

0 10 0 10
1 1 1 14 (1 ) 4 (1 )r rR D S D R S
m m m m

+ + + + −  

2
0 12 12 12 0 2 22 2

1 1 1 12( 1 2 ) 4 2 2( 1 2 )( )r rR S D S D S R L S
m m r m m

− − − + + − − − + −  

2
2 2 2 2 2 22 2 2 2

1 1 14 ( ) 2 ( ) 8 ( )r rD L S D L S L S
m r m m r

− + + + − + +  

2 2
0 1 1 12 2 2

1 1 12 2 4 = 0,r rD S D S D S
m m m r

+ + −  

2 2
10 0 0 12 0 12

1 1 1 1 1 14 8 (1 ) 2 (1 ) 2 (1 )
2 r r

L SS R R D S D R S
mr m m m m m

+
− − + + + + + −  

0 2 2 0 2 2 0 2 2
1 1 1 1 1 12 (1 ) ( ) 8 (1 )( ) 2 (1 )( )r rR D L S R L S D R L S
m m mr m m m

− + + − + + − + + −  

0 1 0 1
1 1 1 12 (1 ) 2 (1 ) = 0,r rR D S D R S
m m m m

− + − +  

22 2 2 2 2 2 2 2
0 2 2 2 2

1 1 1 14( 1 2 ) 16 4 8
2 2 2 2r r

L S L S L S L SR D D
m m r m m r

+ + + +
− − + + + −  

0 10 0 10 0 10
1 1 1 1 1 14 (1 ) 16 (1 ) 4 (1 )r rR D S R S D R S
m m mr m m m

− + − + − + +  

2 2
0 12 12 12 12 0 2 22 2 2

1 1 1 16( 1 2 ) 8 12 6 2 ( )r rR S S D S D S D L S
m m r m m

+ − − − − − − + +  

2
2 2 2 2 2 22 2 2 2

1 1 112 ( ) 2 ( ) 8 ( )r rD L S D L S L S
m r m m r

+ + + + + + −  

2
0 1 1 12 2

1 1 16( 1 2 ) 2 4 = 0.r rR S D S D S
m m m r

− − − + +  
 

We will preserve only the terms of the primary orders 0 2, ,x x x , equating them to zero; 
in this way we obtain 
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1x   

12
1 1 12 12 1

2 = 0, = 0, 2 2 = 0,
3
SS S S S S+ − −  

2 2
10 1 12

3 = 0, 6 14 = 0,rD L LS S S
m mr

− − − −  
2x   

2
10 102 2 2

2 2 2 2

2 45 = 0,
3 3 3 3

rr r D S SD L D L L
m m r m m r mr

+ + + +  

2
10 0 2 102 2 2

2 2 2 2

2 4 43 3 = 0,rr r D S R L SD L D L L
m m r m m r m mr

+ + − + −  

10 0 22 2
2 2 2

2 23 = 0,rr D S R LD L L
m r m m r m

− + − +  

1 2 12 23 = 0,r r rD S D S D S S not needed
m m m mr

− − + −  

2
10 102 2 2

2 2 2 2

2 45 3 = 0,rr r D S SD L D L L
m m r m m r mr

+ − + −  
 

From equations related to order x , it follows 
 

2 2
1 12 10

3= = 0, = ;rD L LS S S
m mr

− −       (7) 
 

substituting these into equations related to order 2x , we get 
 

2 2
0 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

45 15= 0, = 0,
3 3

r r r r R LD L D L L D L D L L
m m r m r m m r m r m

− − − − + + +  

2 2
0 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

22 7 3 5 3= 0, = 0.r r r rR LD L D L L D L D L L
m m r m r m m m r m r

− − + + + +  
 

The first and the last equations coincide, so we have only three different equations 
(recall that 0 0=R D ): 

 

2 2
0 2 0 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

4 215 2 7 3= 0, = 0,r r r rD L D LD L D L L D L D L L
m m m r m r m m m r m r

+ − + + + − − +  

2
2 2 2

2 2 2 2

5 3 = 0.r rD L D L L
m m r m r

+ +  
 

Expressing the term 2 2
23 /L m r  from the last equation, and substituting this result in 

two remaining equations, we obtain one the same equation 
 

2
0

2 2 22 2

2 3 12 = 0r rD D DL L L
m m m r

− − . 
 

Let us take into account identities 0 = / , = ;D E r m Mα+ −  then we arrive at 
 

2

22

4 2 2 1[ ] = 0
3 3

d d ME M L
dr r dr r

α
+ + + .     (8) 

 

Near the point 𝑟𝑟 = 0, solutions behave as (let 2 ( ) = ( )L r f r ) = , = 0, = 3;Af r A A −  
to bound states may correspond only the value 𝐴𝐴 = 0. At infinity, we get 
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2

2 4

1 6 2 1 2 1= , ( ) = 0
3 3

d d ME Mx f
r dx x dx x x

α
− + + . 

 

Thus, we have an equation of the confluent hypergeometric type (the point = 0r  is 
regular, and the point =r −∞  is irregular of the rank 2). Let us introduce the shortening 
notations (remembering that = < 0m M− ) 

 

2

2 2

2 2 4= , = , = , [ ] = 0
3 3
mE m d d ba b L f a f

dr r dr r
α

+ − − . 
 

Using the substitution = A Brf r e F , we obtain 
 

2
2

2 4 ( 1) 4 2 4( 2 ) [ ( ) ] = 0A A A A AB B bF B F B a F
r r r r

− + + −′′ ′+ + + + + − + . 
 

Let us impose restrictions (relevant to bound states) 
 

2 2( 1) 4 = 0 = 0; ( ) = 0 = = ( < 0);
3
mEA A A A B a B a E− + ⇒ − ⇒ − −  (9) 

then the equation simplifies 
 

(2 4 2 ) (2 4 ) = 0.rF A Br F AB B b F′′ ′+ + + + + −  
 

In the variable = 2x Br− , it reads 
 

2

2 (2 4 ) ( 2 ) = 0
2

d d bx f A x f A F
dx dx B

+ + − − + − . 
 

The polynomial condition leads to the following quantization rule 
 

2 2= 2 = , 2 = , = , = ;
2 2 3 3
b b ME Ma A n n where B b
B B

α− −
+ − − + −  

 

so the energy spectrum for states with = 0j  is  given by the formula 
 

 
2

2

1= , 0,1,2,....
6 (2 )n

ME n
n

α
− =

+
       (10) 

 
Conclusion 
In the previous study of the problem of a non-relativistic spin 2 particle in external 

Coulomb field, the case of minimal value of the quantum number j = 0 was not considered. 
In the present paper, this special class of states has been invesigated, and the corresponding 
wave function and the energy spectrum are found. Recall that for states with the quantum 
numbers = 1,2,...j  exist five types of solutions and correspondingly five energy spectra [1]. 
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ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ЭЛЕКТРОСЛАБОГО ПОЛЯ 
В ТЕОРИИ РЕЛЯТИВИСТКИХ ВОЛНОВЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
Показано, что использование расширенных наборов неприводимых представлений группы Лоренца 

в теории релятивистских волновых уравнений (РВУ) открывает новые возможности с точки зрения про-
странственно-временного описания изоспиновых степеней свободы микрообъектов. Развиваемый в ра-
боте подход позволяет применять метод теории РВУ в калибровочных моделях фундаментальных взаи-
модействий; в частности, предложено не распадающееся по группе Лоренца РВУ, которое может слу-
жить в качестве основы для описания электрослабого поля. 

Ключевые слова: релятивистские волновые уравнения, представления группы Лоренца, изоспино-
вые степени свободы, электрослабое поле. 

 
Interpretation of the Electroweak Field in the Theory of Relativistic Wave Equations 

 
It is shown that the use of extended sets of irreducible representations of the Lorentz group opens new 

possibilities for the theory of relativistic wave equation (RWE) from the point of view of the space-time description 
of the isospin degrees of freedom of microobjects. The approach developed in this paper makes it possible to apply 
the method of RWE – theory in gauge models of fundamental interactions. In particular, a non-disintegrating RWE 
is proposed for the description of the electroweak field.  

Key worlds: relativistic wave equations, representations of Lorentz group, isospin degrees of freedom, 
electroweak field. 

 
Введение 
В классической теории релятивистских волновых уравнений (РВУ) предусматри-

вается возможность лишь раздельного описания микрообъектов с ненулевой и нулевой 
массой [1; 2]. Однако в современной физике высоких энергий фигурируют поля, кванты 
которых (для данного поля) обладают как нулевой, так и ненулевой массой. Хорошо из-
вестным примером такого рода является электрослабое поле [3].  

Если свободное электрослабое поле рассматривать как единый физический объ-
ект (а при достаточно высоких энергиях так оно и есть), то возникает вопрос, можно ли 
в рамках теории РВУ совместно описывать поля с ненулевой и нулевой массой 
(т. н. массивно-безмассовые поля). Напомним, что под совместным понимается описа-
ние в рамках одной не распадающейся в релятивистски-инвариантном смысле системы 
уравнений. 

 
Основная часть 
Остановимся подробно на этом вопросе. Обратимся к набору зацепляющихся не-

приводимых представлений группы Лоренца: 
 

mailto:1pletyyukhov@yandex.by;
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1 1 1 1, , (0,1) (1,0)
2 2 2 2

′   ⊕ ⊕ ⊕   
   

,         (1) 
 

где представление 1 1,
2 2

 
 
 

 является векторным, а 1 1,
2 2

′ 
 
 

 – псевдовекторным. Если 

в наиболее общей тензорной формулировке релятивистски-инвариантной системы пер-
вого порядка  

 

𝛼𝛼𝜕𝜕𝜈𝜈𝜓𝜓[µ𝜈𝜈]  +  𝑎𝑎𝜓𝜓µ  =  0, 
𝛽𝛽�𝜕𝜕µ𝜓𝜓[𝜈𝜈𝜈𝜈]  +  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓[µ𝜈𝜈]  +  𝜕𝜕𝜈𝜈𝜓𝜓[𝛼𝛼µ]�  +  𝑏𝑏𝜓𝜓[µ𝜈𝜈𝜈𝜈]  =  0, 

𝛼𝛼∗(−𝜕𝜕𝜈𝜈𝜓𝜓𝛼𝛼  +  𝜕𝜕𝛼𝛼𝜓𝜓𝜈𝜈)  + 𝛽𝛽∗𝜕𝜕µ𝜓𝜓[µ𝜈𝜈𝜈𝜈]  +  𝑐𝑐𝜓𝜓[𝜈𝜈𝜈𝜈]  =  0,    (2) 
 

соответствующей представлению (1), положить 
 

a = 0, b = c = m,      (3) 
 

получим систему 
 

[ ]   0,µν νψ∂ =            (4) 
 

[ ] [ ] [ ]( ) [ ]        0,µ µ µ µmα ννα ν α ναβ ψ ψ ψ ψ∂ + ∂ + ∂ + =          (5) 
 

[ ] [ ]        0.µ µ µ µmν α να νψν ψ β ψ ψ∗−∂ + ∂ + ∂ + =      (6) 
 

Из (4) – (6) нетрудно найти уравнения второго порядка: 
 

[ ]2

2        0µ
m

ανψ
β

 
 
 
 

− = ,          (7) 

 

[ ]   0,µ µναβ β ναε ψ∂ =           (8) 
 

□𝜓𝜓µ  −  𝜕𝜕µ𝜕𝜕𝜈𝜈𝜓𝜓𝜈𝜈  =  0,         (9) 
 

где □ = 𝜕𝜕µ
2 – оператор Даламбера. 

Уравнения (7) и (8) означают, что система (4) – (6) содержит описание псевдовек-
торной частицы с ненулевой массой. Уравнение же (9) указывает на то, что данная си-
стема описывает еще и безмассовое векторное поле с потенциалом µψ . Последнее об-
стоятельство позволяет использовать калибровочное преобразование вида 

 

( )  ' ,  µ µ µ µ xψ ψ ψ→ = + ∂ Λ      (10) 
 

относительно которого инвариантны и система (4) – (6) и уравнение (9). Эта инвариант-
ность означает, что указанное безмассовое поле является полем максвелловского типа 
со спиральностью ±1.  

Таким образом, не распадающаяся по группе Лоренца тензорная система (4) – (6) 
дает совместное описание псевдовекторной частицы с ненулевой массой и безмассового 
векторного поля электромагнитного типа. 

Отметим также, что если в (2) выбрать 
 

   0 ,     ,b a c m= = =       (11) 
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то мы придем к дуально симметричной теории по отношению к (4) – (6) системе в том 
смысле, что при выборе (11) система (2) приводит к совместному описанию массивной 
векторной частицы и безмассового поля максвелловского типа с псевдовекторным по-
тенциалом. 

Кроме того, на основе схемы (1) можно осуществить совместное описание мик-
рообъекта с двумя различными ненулевыми массами. Для этого в (2) надо положить  

 

𝑎𝑎 =  𝑏𝑏 =  𝑐𝑐 = 𝑚𝑚.      (12) 
 

В результате получим систему первого порядка 
 

[ ]     0,µµ mν να ψ ψ∂ + =       (13) 
 

[ ] [ ] [ ]( ) [ ]        0,µ µ µ µmα ννα ν α ναβ ψ ψ ψ ψ∂ + ∂ + ∂ + =     (14) 
 

( )
[ ] [ ]        0.
µµ m
ναν α α ν ναα ψ ψ β ψ ψ∗ ∗−∂ + ∂ + ∂ + =     (15) 

 

Из (13) – (15) вытекают уравнения второго порядка (7), (8), а также уравнения 
 

2

2 0,     0,  ( ) µ µ µ
m ψ ψ
α

∂ =− =             (16) 

 

что и подтверждает вышесказанное.  
Теперь рассмотрим возможность совместного описания векторных частиц (полей), 

сопоставляемых системам (4) – (6) и (13) – (15). Очевидно, что простое механическое 
объединение этих систем не приведет к желаемому результату, поскольку полученная 
таким образом система уравнений распадается в релятивистски-инвариантном смысле 
и, следовательно, с точки зрения теории РВУ не может описывать единый физический 
объект.  

Самый простой и естественный способ построения нераспадающейся системы 
уравнений, обеспечивающей совместное описание вышеуказанных векторных полей, за-
ключается во введении в рассмотрение дополнительного скалярного представления 
(0, 0). В результате можно получить не распадающуюся по группе Лоренца систему урав-
нений первого порядка: 

 

[ ]   0,µν νψ∂ =         (17) 
 

[ ] [ ] [ ]( ) [ ]0      0,µ µµ µ µmα ν να β βνα ν α ναα ψ ψ ψ βε ψ ψ∂ + ∂ + ∂ + ∂ + =           (18) 
 

[ ] [ ] 0,µ µ µ µmν ν α να νψ ψ α ψ ψ∗−∂ + ∂ + ∂ + =      (19) 
 

[ ] 0 0,µ µµ mν νρ φ γ ψ φ∂ + ∂ + =         (20) 
 

[ ] [ ] [ ]( ) [ ]0 0,µ µµ µ µmα ν ναβ βνα ν α ναδ φ φ φ σε ψ φ∂ + ∂ + ∂ + ∂ + =          (21) 
 

( ) [ ] [ ] 0,µ µ µ µmν ν α να νρ φ φ δ φ φ∗ ∗−∂ + ∂ + ∂ + =      (22) 
 

[ ] [ ] 0
1 1 0. 
3! 3!µ µ µ µµ µ mβ να β β να βνα ναβ ε ψ γ ψ σ ε φ ψ∗ ∗ ∗∂ + ∂ + ∂ + =     (23) 

 

Найдем уравнения второго порядка, к которым приводит система (17) – (23). 
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Подействуем на (19) оператором ν∂ . С учетом (17) получим 
 

□𝜓𝜓µ − 𝜕𝜕µ𝜕𝜕𝜈𝜈𝜓𝜓𝜈𝜈 = 0.           (24) 
 

Используя калибровочное преобразование (10), уравнение (24) стандартным спо-
собом можно привести к виду 

 

0,     0.µ µ µψ ψ= ∂ =          (25) 
 

Применение оператора ν∂  к уравнению (22) дает: 
 

( ) [ ] 0.µ µ µmν ν ν νρ φ φ φ∗ − ∂ ∂ + ∂ =      (26) 
 

Из (20) выразим член [ ]µν νφ∂ : 

[ ] 0 .µ µµ
m

ν ν

γφ ψ ρφ
ρ ρ

∂ = − ∂ −          (27) 
 

 

Отсюда следует: 
 

0 .µ µ m
γφ ψ∂ = −             (28) 

 

Подставляя (27), (28) в (26), будем иметь: 
 

02

2

0 2 0.µ µ µ µ
m m

m
γ γφ ψ ψ φ

ρ ρ
+ ∂ − ∂ − =      (29) 

 

Если ввести в рассмотрение вектор 
 

0 ,µ µ µm
γφ ψΦ = + ∂          (30) 

 

уравнение (29) принимает вид 
 

2

2 0. µ µ
m
ρ

Φ − Φ =         (31) 

 

При это вектор µΦ с учетом (28) удовлетворяет условию 
 

0.µ µ∂ Φ =        (32) 
 

Теперь применим к уравнению (19) оператор 
 

µρ νσ σε ∂ : [ ] [ ] 0.µ µµ µmρ νσ σ α ρ νσ σνα να ε ψ ε ψ∗ ∂ ∂ + ∂ =      (33) 
 

С помощью непосредственно проверяемого тождества 
 

[ ] [ ] [ ]µ µ µµ µ µρ νσ σ α ρ να ρ β β νανα να ναε ψ ε ψ ε ψ∂ ∂ = −∂ ∂      
 

 

уравнение (33) приводится к виду 
 

[ ] [ ]( ) [ ] 0.µ µ µµ µ µmρ να ρ β β να ρ να ανα να να ε ψ ε ψ ε ψ∗ − ∂ ∂ + ∂ =     (34) 
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Из уравнения (18) вытекает: 
 

[ ] [ ] [ ] [ ]0 .µ µµ µ µ
m

α ν ναβ βνα ν α να
βψ ψ ψ ε ψ ψ
α α

∂ + ∂ + ∂ = − ∂ −      (35) 
 

Применяя к (35) оператор 1
3! µναρ ρε ∂ , получим: 

[ ] 0
1   .
3! µ µ mναρ ρ να

βε ψ ψ∂ =           (36) 

 
 

Комбинация уравнений (34) – (36) дает: 
 

[ ] [ ]

2

02 0 2 0.µ µµ µ
m m

m ναβ β ναβ βνα να
β βψ ψ ε ψ ε ψ

α α
− + ∂ − ∂ =      (37) 

 

Посредством обозначения 
 

[ ] [ ] 0µµ µ m ναβ βνα να
βψ ε ψΨ = + ∂            (38) 

 

приведем уравнение (37) к виду [ ] [ ]

2

2 0. µ µ
m

να ναα
Ψ − Ψ =      (39) 

 

Одновременно с (39) в соответствии с (34) имеем условие [ ] 0.µ µναβ β ναε ∂ Ψ =  (40) 
 

Аналогичным образом из системы (17) – (23) можно получить уравнение второго 
порядка 

[ ] [ ]

2

2 0µ µ
m

να ναδ
Φ − Φ =            (41) 

 

с дополнительным условием 
 

[ ] 0,µ µναβ β ναε ∂ Φ =          (42) 
где 

[ ] [ ] 0. µµ µ m ναβ βνα να
σφ ε ψΦ = + ∂      (43) 

 
 

Найдем, наконец, уравнение второго порядка для скаляра 0ψ . Применяя оператор 
1
3! µναρ ρε ∂  к уравнению (21), будем иметь: 

 

[ ] 0
1  .
3! µ µ mναρ ρ να

σε φ ψ∂ =          (44) 
 
 

Подставляя теперь (28), (36) и (44) в (23), получим: 
 

2

0 02 2 2
 0. mψ ψ

β γ σ
− =

+ +
      (45) 
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Уравнения (25), (31), (32), (39)–(42) и (45) показывают, что в не распадающейся 
по группе Лоренца системе первого порядка (17) – (23) содержится описание четырех 
частиц (полей) со спином 1, одна из которых имеет нулевую массу, а также скалярной 
частицы с ненулевой массой.  

Тензорная система (17) – (23) может быть представлена в стандартной матричной 
форме РВУ 

0 0( )µ µ ГГ ∂ + Ψ =        (46) 
 

с особенной матрицей 0Г  вида 
 

4
0

25

0
.Г

mI
 

=  
 

       (47) 

 

Дадим формулировку этого РВУ в базисе Гельфанда – Яглома [4].  
Введем следующую нумерацию неприводимых представлений, содержащихся 

в системе (17) – (23): 

( ) ( ) ( ) [ ]( )0 ;1 1 1 10,  0 1 ;  , 2 ;  , 0 3
2 2 2 2µ µναψ ψ ψ

′
∼   

   ∼
   

∼   

( ) ( ) [ ]( ) ( ); ;1 10,  1 , 1,  0 4,  5  , 6
2 2 µµνψ φ∼ ∼ 


 

 

[ ]( ) ( ) ( ) [ ]( )1 1, 0 7 ;  0,  1 , 1,  0  8,  9 . 
2 2 µ µνα νφ φ

′ 
 


∼


∼       (48) 
 

Тогда для спиновых блоков 0 1,С C  матрицы 

0
4 1

3

С
Г

С I
 

=  ⊗ 
       (49) 

 

получим следующие общие выражения: 
 

0 0 0
13 16 17

1
0 0 1

31 1
0
61
0
71

0 0
0 0 0 0 0

( )
0 0 0 0 , ,

( )
0 0 0 0

 

0 0 0

 

0

c c c

C
C c C

C
c
c

′

 
 
 

  = =      
  
 


.   (50) 

 

Условиe инвариантности рассматриваемого РВУ относительно преобразований 
собственной группы Лоренца никаких ограничений на элементы 0

ijc , 1
ijc  здесь не накла-

дывает. Требование P-инвариантности теории применительно к электрослабому полю не 
является актуальным. Условие возможности лагранжевой формулировки теории приво-
дит к соотношениям [4] 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0
31 13 61 16 71 17, ,  c f c c g c c h c

∗ ∗ ∗
= = =  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1
42 25 52 24 43 35 53 34, , ,c p c c p c c q c c q c

∗ ∗ ∗
= = = =  

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1
86 69 96 68 87 7

*

9 97 78, , , ,c p c c r c c s c c s c
∗ ∗ ∗

= = = =       (52) 
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где 
0 0 0
33 66 77
0 0 0
11 11 11

 , , ,  f g hη η η
η η η

= = =  

1 1 1 1
45 45 89 89
0 1 1 1
22 33 66 77

    ., , ,p q r sη η η η
η η η η

= = = =       (53) 

 

Вводя также для удобства обозначения 
 

0 0 0 1 1
13 1 16 2 17 3 24 4 25 5,     ,    ,    ,    ,c c c c cλ λ λ λ λ= = = = =  

 

1 1 1 1 1 1
34 6 35 7 68 8 69 9 78 10 79 11,     ,    ,    ,    ,    ,c c c c c cλ λ λ λ λ λ= = = = = =        (54) 

 

с учетом (52), (53) для блоков 0C  (50), 1( )C ′ , 1( )C ′′  (51) получим выражения:  
 

1 2 3

*0
1
*
2
*
3

0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 ,
0 0 0 0
0 0 0 0

fC
g
h

λ λ λ

λ

λ

λ

 
 
 
 =
 
 
 
 

     (55) 

 

4 5 8 9

6 7 10 111 1
* * * *
5 7 9 11
* * * *
4 6 8 10

0 0 0 0
0 0 0 0

( ) , ( )
0 0 0 0
0 0 0 0

 C C
p q r s
p q r s

λ λ λ λ
λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ λ λ λ

′ ′′

   
   
   = =
   
   
   

   (56) 

 

Характеристические уравнения для блоков (55), (56) имеют соответственно вид: 
 

( )2 2 23 2
1 2 3  0f g hλ λ λ λ λ− − − = ,   (57) 

 

( )
( )

4 2 * * * *
4 5 4 5 6 7 6 7

2 2 2* * * *
4 5 6 7 4 5 6 7 4 7 5 62

 0,

p p q q

pq

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

− + + + +

+ + − − =
  (58) 

 

( )
( )

4 2 * * * *
8 9 8 9 10 11 10 11

2 2 2 2* * * *
8 9 10 11 8 9 10 11 8 11 9 10  0 .

r r s s

rs

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

− + + + +

+ + − − =
     (59) 

 

РВУ, эквивалентное тензорной системе (17) – (23), получится, если положить: 
 

2 2 2 2 2 2
1 2 3 ,f g hλ λ λ β γ σ+ + = + +  

2* * * *
4 5 4 5 6 7 6 75 1,p p q qλ λ λ λ λ λ λ λ α+ + + = +     (60) 

 

Соотношениям (60) можно удовлетворить, выбрав, например: 
 

( )2 2 2 2
1 2 3,  2  ,   ,λ β λ γ σ λ γ σ= = + = +  
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4 5 6 7 8 9 10 11

 1,  , , ,  
2 2 2 2

i iα ρ δ
λ λ λ λ λ λ λ λ= − = = = = − = = =   (61) 

 

1. f g h p q r s= = − = − = = − = =        (62) 
 

Равенства (62), в свою очередь, приводят к следующим значениям элементов s
ττη , 

матрицы лоренц-инвариантной билинейной формы η: 
 

0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
11 22 33 66 77 22 33 45 66 77 89 1.η η η η η η η η η η η= − = = = − = = − = − = − = = =   (63) 

 

Спиновые блоки 0C  (55), 1( )C ′ , 1( )C ′′ (56) в соответствии с (61), (62) принимают вид: 
 

2 2

2

2

2 2

0

2

2

0 0 2
0 0 0 0 0

0 0 0 0

2 0 0 0 0

0 0 0 0

C

β γ σ γ σ

β

γ σ

γ σ

∗

 
 
 
 
 =
 
 
 
 − 

+ +

+

+

,   (64) 

 

0

0 0
0 0 1 11

1 0 02
1 0 0

i i

C
i

i

α α

α
α

 − 
 
 =  −
  
 

      

1 "

0 0
0 01( )

0 02
0 0

i i

C
i

i

ρ ρ
δ δ

ρ δ
ρ δ

 − 
 
 =  −
  
 

          (65) 

 

Вид блоков 0 1,η η матрицы 
 

0

1 3I
 

=  ⊗

η
η 

η        (66) 

 

вытекает из (63): 
 

0

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 
 − 
 η =
 
 
 − 

,     (67) 
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1

 .  1   .    .   .   .   .   .
. .  1   .  .   .   .   .
. .   .   .  1   .   .   
. .   .  1   .   .   .
 .  .   .   .  1   .   .
 . .   .   .   .   .   1
. .   .   .   .   .   .
. .   .   .   .   .   .
. .   .   .   .   .   .

   .   .   .   .   .   .   .

−
−

−
−

η =

  .  . 
  . .

.   . .
  .   . .
  .   . .

.
  .   . .
  .   . .
  .   . .
  .   1 .
  1   .     .    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

    (68) 

 

Спиновый блок 0C  (63) имеет один (с точностью до знака) ненулевой корень 
 

2 2 2 ,β γ σ± + +       (69) 
 

который соответствует массе скалярного бозона 
 

( )0

2 2 2
. 

 

mm
β γ σ

=
+ +

     (70) 

 

Блок 1( )C ′  имеет корни ±1, ± α . Первый из них в силу проективности матрицы 

0Г  (49) относится к безмассовому векторному полю максвелловского типа, второй – 
к векторной частице с массой 

( )1
1 .mm

α
=       (71) 

 

Корни ,δ ρ± ±  блока 1 "( )С соответствуют массам 
 

𝑚𝑚2
(1) = 𝑚𝑚

|𝛿𝛿| ,   𝑚𝑚3
(1) = 𝑚𝑚

|𝜌𝜌|     (72) 
 

двух других векторных частиц, описание которых также содержится в обсуждаемом РВУ 
и эквивалентной ему тензорной системе (17) – (23). 

 
Заключение 
Итак, набор неприводимых представлений (48) позволяет построить релятивист-

ское волновое уравнение, описывающее векторное поле с четырьмя типами квантов – од-
ним безмассовым и тремя массивными. При этом в теории с необходимостью возникает 
скалярная частица с ненулевой массой, которая, собственно, и обеспечивает единство 
компонентов указанного микрообъекта. Векторная составляющая последнего может ин-
терпретироваться как электрослабое поле, а скалярное – как линейный аналог бозона 
Хиггса. Линейный характер уравнения (45), описывающего скалярную частицу, связан с 
тем, что вопрос о происхождении массы не затрагивается в теории РВУ, рамками кото-
рой мы ограничиваемся. Наличие или отсутствие массы является в данной теории задан-
ным фактом, поэтому нет необходимости вводить в (45) нелинейные члены.  
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Таким образом, предлагаемая нами модель, не вступая в противоречие с общепри-
нятым хиггсовским механизмом генерации массы, позволяет указать на еще одну воз-
можную причину появления скалярной составляющей в теории векторного электросла-
бого поля. Однако если вместо хиггсовского механизма рассматривать иной способ ге-
нерации массы, например подход Кальба – Рамонда [5], то мы придем к альтернативной 
модели электрослабого взаимодействия, в которой скалярный бозон играет исключи-
тельно роль связующей компоненты для векторных составляющих электрослабого поля. 
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ON A FINITE GROUP FACTORIZED BY CONDITIONALLY SEMINORMAL 

SUBGROUPS* 
 

The subgroups A  and B  are said to be cc -permutable, if A  permutes with xB  for some ,x A B∈〈 〉 . 
A subgroup A  of a finite group G  is called  conditionally seminormal in G , if there exists a subgroup T  of G  
such that =G AT  and A  is cc -permutable with all subgroups of T . The groups 1 2= nG G G G  with 

pairwise permutable subgroups 1, , nG G  such that iG  and jG  are conditionally seminormal in i jG G  for any 

, {1, , }i j n∈  , i j≠ , are studied. 
Key words: finite factorized group, conditionally seminormal subgroups. 

 
О конечной группе, факторизуемой условно полунормальными подгруппами 

 
Подгруппы A  и B  называются cc -перестановочными, если A  перестановочна с xB  

для некоторого ,x A B∈〈 〉 . Подгруппа A  конечной группы G  называется условно полунормальной G , 
если существует подгруппа T  группы G  такая, что =G AT  и A  cc -перестановочна с каждой 
подгруппой из T . В работе изучены группы 1 2= nG G G G  с попарно перестановочными подгруппами 

1, , nG G  такими, что iG  и jG  условно полунормальны i jG G  для любых , {1, , }i j n∈  , i j≠ . 
Ключевые слова: конечная факторизуемая группа, условно полунормальные подгруппы. 

 
Introduction 
Throughout this paper, all groups are finite and G  always denotes a finite group. We use 

the standard notations and terminology of [1; 2]. 
It is well known that AB  is a subgroup of G  if and only if =AB BA , that is, if the subgroups 
A  and B  permute. Should it happen that AB  coincides with the group G , then G  is said to 
be factorized by its subgroups A  and B . A group G  is said to be the product of its pairwise 
permutable subgroups 1 2, , , nG G G  if 1 2= nG G G G  and =i j j iG G G G  for all integers i  and 
j  with , {1,2, , }i j n∈  . In many of the most relevant results in group theory structure 

properties of a product of pairwise permutable subgroups are deduced from properties of the 
factors. For example, a group is soluble if and only if it is the product of pairwise permutable 
Sylow subgroups; if a group is the product of pairwise permutable nilpotent subgroups, then it 
is soluble; a group which is the product of pairwise permutable cyclic subgroups is 
supersoluble. 
__________________ 
*Работа выполнена при финансовой поддержке БРФФИ-РНФ (грант № Ф26РНФ-101). 
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We say that two subgroups A  and B  of G  are  mutually permutable [3] if A  permutes 
with every subgroup of B  and B  permutes with every subgroup of A . The following definition 
give a very special case of a product with pairwise permutable subgroups 1 2, , , nG G G . 
A group 1 2= nG G G G  is said to be the pairwise mutually permutable product of the 
subgroups 1 2, , , nG G G  if iG  and jG  are mutually permutable subgroups for all 
, {1,2, , }i j n∈  . The monograph [1] contains detailed information on the structure of groups 

factorized by finitely many pairwise mutually permutable subgroups. 
In this direction, the results given in the following theorem are well known. 
Theorem A. Let 1 2= nG G G G  be the product of the pairwise mutually permutable 

subgroups 1, , nG G . Let F  be a saturated formation such that ⊆U F . Then: 
1) if iG  belongs to F  for all {1 , }i n∈   and 'G  is nilpotent, then G  belongs to F , 

see [1, Theorem 5.2.21]; 
2) if 1G  is supersoluble and iG  is nilpotent for every {2, , }i n∈  , then G  is 

supersoluble, see [1, Theorem 4.1.35]. 
Recall that a subgroup T  of a group G  is said to be a  supplement to a subgroup A  

in G  if =G AT . A subgroup A  of a group G  is called  seminormal in G , if there exists 
a supplement B  such that =G AB  and AX  is a subgroup of G  for every subgroup X  of B . 
A weaker condition for permutability was given in [4]: the subgroups A  and B  are said to be 
cc -permutable, if A  permutes with xB  for some ,x A B∈〈 〉 . It is quite natural to study the 
cc -permutability between subgroups of A  and subgroups of supplement to A . Using this 
approach, the concept of conditionally seminormal subgroups was introduced in [5]. 

Definition. A subgroup A  of a finite group G  is called conditionally seminormal 
in G , if there exists a subgroup T  of G  such that =G AT  and A  is cc -permutable with all 
subgroups of T . 

In this case, we say that T  is a  conditionally supplement to A  in G . If =G AB  is a 
product of mutually cc -permutable subgroups A  and B , then A  and B  are conditionally 
seminormal subgroups of G . The converse is false. An example is the dihedral group 

24=G a c D〈 〉 〈 〉  , | |= 12a , | |= 2c , considered above. In [5] the structure of a group with 
given systems of conditionally seminormal subgroups was established. 

In present article, we continue our research in this direction and extend the above-
mentioned results of Theorem A. The groups 1 2= nG G G G  with pairwise permutable 
subgroups 1, , nG G  such that iG  and jG  are conditionally seminormal in i jG G  for any 
, {1, , }i j n∈  , i j≠  are studied. 

We prove the following 
Theorem B. Let 1 2= nG G G G  be the product of the pairwise permutable subgroup 

1, , nG G  such that iG  and jG  are conditionally seminormal in i jG G  for any , {1, , }i j n∈  , 
i j≠ . Let F  be a saturated formation such that ⊆U F . 

1.  Suppose that iG  belongs to F  for all {1 , }i n∈  . Then ( )'G G≤F N . 
2.  Suppose that iG  belongs to F  for all {1 , }i n∈  , ⊆ F  and (| |,| |) = 1i jG G  for 

any , {1, , }i j n∈  , i j≠ . Then G∈F . 
3.  If 1G  is supersoluble and iG  is nilpotent for every {2, , }i n∈  , then G  is 

supersoluble. 



МАТЭМАТЫКА 33 

That the condition of being nilpotent in Theorem B (3) cannot be weakened to being 
supersoluble for at least one of the factors iG , {2, , }i n∈  , is demonstrated by the following. 

 
Example. A non-supersoluble group =T V Q , where 25

=< , >V a b E  and 

8=< , >Q x y Q , was constructed in [6]. The group T  is representable as a product of two 
normal supersoluble subgroups = < >A V x  and = < >B V y . Consider a group =G T C× , 
where pC Z . Obviously, the group =G ABC  is non-supersoluble and is a product of 
subgroups A , B , and C  normal in G . 
 

Preliminary results 
In this section, we give some definitions and basic results which are essential 

in the sequel. 
If H G≤  and H G≠ , we write <H G . The notation H G  means that H  is a normal 

subgroup of a group G . Denote by 'G , ( )Z G , ( )F G  and ( )GΦ  the derived subgroup, centre, 
Fitting and Frattini subgroups of G  respectively, and by ( )pO G  and ( )'p

O G  the greatest 

normal p - and 'p -subgroups of G  respectively. Denote by ( )Gπ  the set of all prime divisors 
of order of G . The semidirect product of a normal subgroup A  and a subgroup B  is written 
as follows: A B . 

A group whose chief factors have prime orders is called supersoluble. Recall that a 
p -closed group is a group with a normal Sylow p -subgroup and a p -nilpotent group is a 

group with a normal Hall 'p -subgroup. 
The monograph [7] contains the necessary information of the theory of formations. The 

formations of all nilpotent, p -groups, supersoluble groups and all groups which have an ordered 
Sylow tower of supersoluble type are denoted by N , pN , U  and  , respectively. A formation 
F  is said to be saturated if / ( )G G FΦ ∈  implies G∈F . Let   be the set of all prime 
numbers. A  formation function is a function f  defined on   such that ( )f p  is a, possibly 
empty, formation. A formation F  is said to be local if there exists a formation function f  
such that G∈F  if and only if for any chief factor /H K  of G  and any ( / )p H Kπ∈ , one has 

/ ( / ) ( )GG C H K f p∈ . We write = ( )LF fF  and f  is a local definition of F . A chief factor 
/H K  of a group G  in this case is called f -central. It is clear that 
= ( ) = { | / ( ) ( )}pLF f G G F G f p∈F . Here ( )pF G  is the greatest normal p -nilpotent 

subgroup of G . By [7, Theorem IV.3.7], among all possible local definitions of a local 
formation F  there exists a unique f  such that f  is integrated (i.e. ( )f p ⊆F  for all p∈ ) 
and full (i. e. ( ) = ( )pf p f pN  for all p∈ ). Here pN  is the formation of all p -groups. Such 
local definition f  is said to be canonical local definition of F . By [7, Theorem IV.4.6], 
a formation is saturated if and only if it is local. 

If a group G  contains a maximal subgroup M  with trivial core, then G  is said to be 
primitive and M  is its primitivator. 

Lemma 1. Let F  be a saturated formation and G  be a group. Assume that G∉F , but 
/G N ∈F  for all non-trivial normal subgroups N  of G . Then G  is a primitive group.  

Lemma 2. ([2, Theorem II.3.2]) Let G  be a soluble primitive group and M  is a 
primitivator of G . Then the following statements hold: 

(1) ( ) = 1GΦ ; 
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(2) ( ) = ( ( )) = ( )G pF G C F G O G  and ( )F G  is an elementary abelian subgroup of order 
np  for some prime p  and some positive integer n ; 

(3) G  contains a unique minimal normal subgroup N  and moreover, = ( )N F G ; 
(4) = ( )G F G M  and ( ) = 1pO M . 
Lemma 3 ([8, Lemma 6]). Let G  be a soluble group. Assume that G ∈U , but 

/G K ∈U  for every non-trivial normal subgroup K  of G . Then the following hold: 
(1) G  contains a unique minimal normal subgroup N , = ( ) = O ( ) = ( )p GN F G G C N  

for some ( )p Gπ∈ ; 
(2) ( ) = O ( ) = ( ) = 1'p

Z G G GΦ ; 

(3) G  is primitive; =G N M , where M  is maximal in G  with trivial core; 
(4) N  is an elementary abelian subgroup of order np , > 1n ; 
(5) if M  is abelian, then M  is a cyclic group of order dividing 1np −  and n  is the 

smallest positive integer such that 1(mod | |)np M≡ . 
Lemma 4 ([9, Theorem 2]). Suppose G  is the product of pairwise permutable 

subgroups 1, , nG G , 2n ≥ , such that i jG G  is a soluble subgroup for any , {1, , }i j n∈  , 
i j≠ . Then G  is soluble. 

Lemma 5. Let 1 2= nG G G G  be a group with pairwise permutable subgroups 

1, , nG G  and 1 nH G G≤ ∩ ∩ . If H  is subnormal in iG  for every {1, , }i n∈  , then H  is 
subnormal in G .  

Proof. We argue by induction of n . By [10, Theorem 1], the result is clear when = 2n . 
Let 1 2 1= nK G G G − . By induction, H  is subnormal in K . Then by [10, Theorem 1], H  is 
subnormal in = nG KG . 

Lemma 6. Let G  be soluble. If G  has a subgroup H  of prime index, then / GG H  is 
supersoluble. 

Proof. Suppose that H  is not normal in G . Then GH H≠  and / GG H  is primitive with 
stabilizer / GH H . By [7, Theorem 15.6], 

 

// = ( / ) ( / ), / = ( / ).G G G G G H GG
G H P H H H P H C P H  

 

Let | : |=G H p , where p  is prime. Then 
 

| / : / |=| : |= , | / |= .G G GG H H H G H p P H p  
 

The subgroup / GH H  is cyclic, as the automorphism group of / GP H  of prime order. 
Hence / GG H  is supersoluble. If H  is normal in G , then = GH H  and / GG H  is supersoluble. 
Lemma is proved. 

Lemma 7. Let A  be a conditionally seminormal subgroup of G  and Y  be a 
conditionally supplement to A  in G . Then the following statements hold: 

(1) A  is a conditionally seminormal subgroup of H  for any subgroup H  of G  such 
that A H≤ ; 

(2) /AN N  is a conditionally seminormal subgroup of /G N  for any N G ; 
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(3) for any X Y  there exists y Y∈  such that yAX G . In particular, AM G  for 
some maximal subgroup M  of Y  and AH G  for some Hall π -subgroup of H  of soluble Y  
and any ( )Gπ π⊆ ; 

(4) AK G  for every subnormal subgroup K  of Y ; 
(5) gAK G  for any g G∈  and any subnormal subgroup K  of Y ; 
(6) xA  is a conditionally seminormal subgroup of G  and xY  is a conditionally 

supplement to xA  in G  for any x G∈ ; 
(7) if A  is a maximal subgroup of G , then | : |G A  is prime; 
(8) if Y  is soluble and A  is r -closed, then Sylow r -subgroup rA  of A  is subnormal in 

G , where r  is the greatest prime in ( )Gπ ; 
(9) if A  is 2 -nilpotent, then the derived subgroup 'A  is subnormal in G . 
Proof. The validity of statements 1–8 directly follows from [5, Lemma 6]. We prove 

statement (9). We proceed by induction on | |G . By (3), for every ( )p Yπ∈  there exists a Sylow 
p -subgroup pY  of Y  such that pAY G≤ . Suppose that <pAY G  for every ( )p Yπ∈ . Then by 

(1), A  is a conditionally seminormal subgroup in pAY  and by induction, 'A  is subnormal in 

pAY . It is clear that for every ( )p Gπ∈  there exists a Sylow p -subgroup R  of G  such that 

pR AY≤ . Since ,' '
pA A R AY≤ 〈 〉 ≤ , we have 'A  is subnormal in ,'A R〈 〉 . By [11, Theorem], 'A  

is subnormal in G . 
Hence we consider that = qG AY  for some ( )q Yπ∈ . By (4), A  is seminormal in G . 

Since A  is 2-nilpotent, GA  is soluble by [12, Lemma 10]. Hence = = G
q qG AY A Y  is soluble. 

By (4), qY  is a minimal conditionally supplement to A  in G  and <AT G  for some maximal 
subgroup T  of qY . Because A  is a conditionally seminormal subgroup in AT , we have by 

induction, 'A  is subnormal in AT . Since | : |=G AT q , it follows that by Lemma 6, / ( )GG AT  
is supersoluble and hence the derived subgroup 

 

( / ( ) ) = ( ) / ( )' '
G G GG AT G AT AT  

 

is nilpotent. Since ' 'A G≤ , we have 
 

( ) / ( ) ( ) / ( )' '
G G G GA AT AT G AT AT≤  

 

and hence ( )'
GA AT  is subnormal in G . It is clear that ( )' '

GA A AT AT≤ ≤ . Since 'A  is 
subnormal in AT , 'A  is subnormal in ( )'

GA AT  and 'A  is subnormal in G . 
Lemma 8. 1.  Suppose that A  and B  are conditionally seminormal subgroups of a 

group G  and =G AB . 
(1. 1) If A  and B  have Sylow towers of supersoluble type then G  has a Sylow tower of 

supersoluble type. 
(1.2) If A  is nilpotent and B  is supersoluble then G  is supersoluble. 
2. Let 1 2= nG G G G  be a group with pairwise permutable subgroups 1, , nG G  such 

that iG  and jG  are conditionally seminormal in i jG G  for any , {1, , }i j n∈  , i j≠ . 
(2.1) If a Sylow p -subgroup P  of G  is normal in G  and is abelian, then iP G∩  is 

normal in G  for every i . 
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(2.2) If 1, , nG G  have an ordered Sylow tower of supersoluble type, then G  has an 
ordered Sylow tower of supersoluble type. 

Proof. 1.1. Assume that the claim is false and let G  be a minimal counterexample. Let 
N  be a non-trivial normal subgroup of G . The subgroups / /AN N A A N∩  and 

/ /BN N B B N∩  is conditionally seminormal in / = ( / )( / )G R AR R BR R  by Lemma 7 (2) 
and have an ordered Sylow tower of supersoluble type. By induction, /G N  has an ordered 
Sylow tower of supersoluble type. 

We show that G  is soluble. By Lemma 7 (9), 'A  and 'B  are subnormal in G . If A  and 
B  are abelian, then by Theorem Itô, G  is soluble. Hence we consider that either 1'A ≠  or 

1'B ≠ . Suppose that 1'A ≠ . Since A  has Sylow towers of supersoluble type, ( )' GA  is suluble. 
If ( ) =' GA G , then G  is soluble. If ( ) <' GA G , then / ( )' GG A  has Sylow towers of supersoluble 
type. Hence G  is soluble. 

Let ( )r Gπ∈  and r  be the greatest. It is clear that a Sylow r -subgroup rA  is normal in 
A . Then by Lemma 7 (8), rA  is subnormal in G . Similarly, a Sylow r -subgroup rB  of B  is 
subnormal in G . Since = r rR A B  is a Sylow subgroup of G , we have G  is r -closed. Since 

/G R  has an ordered Sylow tower of supersoluble type by induction, it follows that G  has a 
Sylow tower of supersoluble type. 

1.2. Assume that the claim is false and let G  be a minimal counterexample. If N  is a 
non-trivial normal subgroup of G , then the subgroups /AN N  and /BN N  are conditionally 
seminormal in /G N  by Lemma 7 (2), / /AN N A A N∩  is nilpotent and 

/ /BN N B B N∩  is supersoluble. Then by induction, / = ( / )( / )G N AN N BN N  is 
supersoluble. By (1.1), G  has an ordered Sylow tower of supersoluble type. By Lemma 3, 

( ) = 1GΦ , =G N M , where = ( ) = ( ) = O ( )G pN C N F G G  is a unique minimal normal 
subgroup of G . Besides, = pN G  is the Sylow p -subgroup for the greatest ( )p Gπ∈ . Since 

=G AB , it follows that = p pN A B , where pA  and pB  are Sylow p -subgroups of A  and B  
respectively. 

Let Y  be conditionally supplement to A  in G . Suppose that = 1pA . Then = pN B B≤ . 
We choose a minimal normal subgroup 1N  of B  such that 1N N≤ . Since B  is supersoluble, 
we have 1| |=N p . Since 1N N Y≤ ≤ , it follows that there exists a subgroup 1 1=AN N A  and 

1N  is normal in G , a contradiction. Thus the assumption = 1pA  is false and 1pA ≠ . 
Assume that = 1pB . Hence = pN A A≤  and =N A . Then = 1B N∩  and B  is 

maximal in G . Since B  is conditionally seminormal in G , we have by Lemma 7 (7), the index 
of B  in G  is prime, a contradiction. 

By Lemma 7 (3), 1AY G  for some Hall 'p -subgroup 1Y  of Y . It is clear that 

1 ( )G pY N A≤ , since G  is p -closed. Since N  is abelian, a Sylow p -subgroup pY  of Y  
centralizes pA  and pA  is normal in G , hence =pA N . Because A  is nilpotent and by Lemma 
3 (1), it follows that =A N . Since B  is supersoluble, we have pB  is normal in B . In this case, 

pB  is normal in =N A  and therefore is normal in G . Thus =pB N  and = = =G AB NB B  is 
supersoluble, a contradiction. 

2.1. We consider the following representation 
 

1= ( ) ( ).i i n iG G G G G G   
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Since iG  is conditionally seminormal in i jG G , there exists a subgroup jH  such 
that =i j i jG H G G . Let ( )j pH  is a Sylow p -subgroup of jH . By Lemma 7 (3), jH  has a Hall 

'p -subgroup ( )j 'p
H  of jH  such that ( )i j 'p

G H  is a subgroup of G . It’s obvious that iP G∩  

is a Sylow p -subgroup of iG . Denote by ( ) =i p iG P G∩ . Hence ( ) = ( )i j ' i pp
P G H G∩  and 

( )i pG  is normal in ( )i j 'p
G H . Therefore ( ) (( ) )j ' G i pp

H N G≤ . Since ( )j pH  and ( )i pG  are 

contained in abelian subgroup P , we have ( ) (( ) )j p G i pH C G≤ . So ( )i pG  is normal in 
 

1 1= ( ) ( ) = ( ) ( ) =i i n i i i n iG G G G G G H G G H G     
 

1 1= (( ) ( ) ) (( ) ( ) ).p ' i i n p n ' ip p
H H G G H H G   

 

2.2. If = 2n , then Lemma is true by (1.1). Hence 3n ≥ . By induction, every product 
i jG G  has an ordered Sylow tower of supersoluble type. By Lemma 4, G  is soluble. Let 

( )r Gπ∈  and r  be the greatest. It is clear that a Sylow r -subgroup 1( )rG  is normal in 1G . Then 
by Lemma 7 (8), 1( )rG  is subnormal in 1 iG G  for any 1i ≠ . By Lemma 5, 1( )rG  is subnormal in 

1 1 2 1= ( ) ( )nG G G G G G . Hence ( )i rG  is subnormal in G  for every {1, , }i n∈  . Since 

1= ( ) ( )r n rR G G  is a Sylow subgroup of G , it follows that G  is r -closed. The subgroups 
/ /i i iG R R G G R∩  and / /j j jG R R G G R∩  are conditionally seminormal in /i jG G R R  

by Lemma 7 (3) and have an ordered Sylow tower of supersoluble type. By induction, /G R  
has an ordered Sylow tower of supersoluble type, hence G  has an ordered Sylow tower of 
supersoluble type.  
 

Proof of Theorem B 
1. We consider the case when the derived subgroup 'G  is nilpotent. Then G  is soluble. 

Assume that G ∈F . Let N  be a non-trivial normal subgroup of G . The quotients 
 

/ = ( / ), / / .i i i i
i

G N G N N G N N G G N∩∏   
 

Hence the subgroups /iG N N ∈F  for all i  and by Lemma 7 (3), /iG N N  and /jG N N  
are conditionally seminormal in /i jG G N N  for any i j≠ . 

Since  
( / ) = / / ,' ' ' 'G N G N N G G N∩  

 

it follows that the derived subgroup ( / )'G N  is nilpotent. Thus the hypotheses of the theorem 
hold for /G N . By induction, /G N ∈F . Since F  is saturated, we have that G  is primitive 
by Lemma 1. Hence ( ) = 1GΦ , =G N M  and = ( ) = ( ) = O ( )G pN C N F G G  is a unique 

minimal normal subgroup of G  by Lemma 2. Because 'G  is nilpotent, we have = 'N G  and 
/G N  is abelian. Let P  be a Sylow p -subgroup of G . Then / = /PN N P N  is a Sylow p

-subgroup of /G N . Hence P  is normal in G , =N P  and = 'p
M G  is abelian. 

Without loss of generality, we assume that p  divides the order of 1G . By Lemma 8 
(2.1), 1N G≤ . Since 1G  is normal in G , it follows that 1 1= ( ) = ( ).pN F G F G  Since F  is 
saturated, there exists the canonical local definition f . Hence = ( )LF fF , ( )f p ⊆F  and 
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( ) = ( )pf p f pN . By hypothesis, 1G ∈F . Then by definition of formation function, 

1 1/ = / ( ) ( )pG N G F G f p∈ . 
Let 2 3= nK G G G  and p  divides the order of K . Hence p  divides the order at least 

one of the subgroups iG , {2 , }i n∈  . By Lemma 8 (2.1), N K≤ . By induction, K ∈F . Then, 
proving as above, / ( )K N f p∈ . 

Suppose p  does not divide the order of K . Since for every {2 , }i n∈   iG  is 
conditionally seminormal in 1iG G , it follows that there exists a subgroup T  such that 

1=i iG T G G  and iG X  is a subgroup of G  for every subnormal subgroup X  of T  by Lemma 7 
(4). Because N T≤  and G  is p -closed, we have ( )i GG N U≤  for every subgroup U  of N . 
By [13, Lemma 2.6], K  is cyclic of order dividing 1p − . Then ( )K g p∈ , where g  is a 
canonical local definition of a saturated formation U . Since ⊆U F , we have by 
[7, Proposition IV.3.11], ( ) ( )g p f p⊆ . Hence ( )K f p∈ . 

Thus /G N  is the product of normal subgroups 1 /G N  and /KN N  such that each of 
them belongs to ( )f p . Since /G N  is Abelian, 1[ / , / ] = 1G N N KN N  and / ( )G N f p∈  by 
[13, Lemma 2.4]. Because pN ∈N , we have ( ) = ( )pG f p f p∈ ⊆N F . Hence the assumption 
is wrong. 

Let ( ) 1'G ≠N . We show that the quotient / ( )'G G N  belongs to F . Since 
 

( / ( ) ) = ( ) / ( ) = / ( ) ,' ' ' ' ' ' 'G G G G G G GN N N N  
 

we have the ( / ( ) )' 'G G N  is nilpotent. The quotients 
 

/ ( ) = ( ( ) / ( ) )),' ' '
i

i

G G G G G∏N N N  
 

( ) / ( ) / ( ) ,' ' '
i i iG G G G G G∩

N N N  
 

hence the subgroups ( ) / ( )' '
iG G GN N  for any {1 , }i n∈   belong to F  and by Lemma 7 (3), 

( ) / ( )' '
iG G GN N  and ( ) / ( )' '

jG G GN N  are conditionally seminormal in ( ) / ( )' '
i jG G G GN N . 

Arguing as above, we see that / ( )'G G N  belongs to F . 
2. Assume that the claim is false and let G  be a minimal counterexample. Let N  be a 

non-trivial normal subgroup of G . Since 
 

(| / |,| / |) = (| / |,| / |) = 1i j i i j jG N N G N N G G N G G N∩ ∩  
 

for any i j≠ , it follows that /G N  satisfies all the requirements of the theorem and by 
induction, /G N ∈F . 

Let p  be the greatest prime number of ( )Gπ . Since (| |,| |) = 1i jG G  for any i j≠ , without 
loss of generality we have that 1( )p Gπ∈ . Let Y  be a conditionally supplement to 1G  in G . 
By Lemma 7 (3), for every ( )q Yπ∈  there exists a Sylow q -subgroup qY  of Y  such that 

1 qG Y G≤ . Since 1G ∈ ⊆ F , 1G  is p -closed. If q p≠ , then by Lemma 7 (8), 1( ) pG  is 
subnormal in 1 qG Y  and consequently 1( ) pG  is normal in 1 qG Y  and 1(( ) )q G pY N G≤ . If =q p , 
then 1(( ) )p G pY N G≤ . So, 1( ) pG  is normal in 1=G G Y , since 1(( ) )q G pY N G≤  for any ( )q Yπ∈ . 
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It is clear that 1( ) pG  is the Sylow p -subgroup of G . Let 1= ( ) pP G . Then G  is soluble, 
because /G P∈ ⊆ F . 

By Lemmas 1 and 2, G  is primitive and =G N M , where 
 

= ( ) = ( ) = O ( ) =G pN C N F G G P −  
 

is a unique minimal normal subgroup of G  and M  is a Hall 'p -subgroup of G . It can be 
assumed that 1= ( ) ( )' n 'p p

M G G  for some Hall 'p -subgroups 1( ) , , ( )' n 'p p
G G  of 1, , nG G , 

respectively. Let 2 3= nK G G G . Since 1(| |,| |) = 1G K  and 1P G≤ , it follows that K  is a 'p -
subgroup and 1= ( ) 'p

M G K . 

Since jG  is conditionally seminormal in G , > 1j , we have that = j jG G H , where jH  
is a conditionally supplement to jG  in G  and jP H≤ . Let X  be an arbitrary subgroup of P . 
By Lemma 7 (4), jG X G≤ . Since G  is p -closed, ( )j GG N X≤  for any > 1j  and ( )GK N X≤

. By [13, Lemma 2.6] K  is a cyclic group of order dividing 1p −  and 1[( ) , ] = 1'p
G K . 

Since K  is a cyclic group of order dividing 1p − . Hence ( )K g p∈ , where g  is a 
canonical local definition of a saturated formation U . Since ⊆U F , we have by [7, 
Proposition IV.3.11], ( ) ( )g p f p⊆ , where f  is a canonical local definition of a saturated 
formation F . Hence ( )K f p∈ . Because 1G ∈F  and 1( ) =pF G P , we have that 

1 1 1 1/ ( ) = / ( ) ( )p 'p
G F G G P G f p≅ ∈ . Since 1[( ) , ] = 1'p

G K , 1( ) ( )'p
G f p∈ , ( )K f p∈  and 

( )f p  is a formation, it follows that by [13, Lemma 2.4], 1/ = ( ) ( )'p
G P M G K f p≅ ∈ . Because 

pP∈N , we have G∈F , a contradiction. 
3. If = 2n , then Theorem is true by Lemma 8 (1.2). Hence 3n ≥ . By Lemma 8 (2.2), G  

has an ordered Sylow tower of supersoluble type. 
Assume that the claim is false and let G  be a minimal counterexample. Let N  be a 

non-trivial normal subgroup of G . The subgroups /iG N N  and /jG R R  are conditionally 
seminormal in /i jG G R R  by Lemma 7 (3), / /i i iG N N G G N∩  is nilpotent for all 

{2, , }i n∈   and 1 1 1/ /G N N G G N∩  is supersoluble. By induction, /G N  is supersoluble. 
By Lemma 3, G  is primitive, G  contains a unique minimal normal subgroup N  such that 

= ( ) = O ( ) = ( )G pN C N G F G  for some ( )p Gπ∈  and N  is an elementary abelian subgroup of 

order np , where > 1n . Since G  has an ordered Sylow tower of supersoluble type, we have 
= pN G , where p  is the greatest in ( )Gπ . 

Suppose that the order of iG  is divisible by p  for some i . By Lemma 8 (2.1), iN G≤ . 
If > 1i , then iG  is nilpotent and hence = .iG N  Thus iG  either coincides with N , or is 'p -
subgroup for each {2, , }i n∈  . 

If 2 3 nG G G  is a 'p -subgroup, then 1N G≤ . Let 1N  be a minimal normal subgroup of 

1G  such that 1N N≤ . Then 1| |=N p , because 1G  is supersoluble. By hypothesis, iG  is 
conditionally seminormal in 1iG G . Hence there exists a subgroup R  such that 1=i iG R G G . 
Since iG  is a 'p -subgroup, N R≤  and 1iG N  is a subgroup of G  by Lemma 7 (4). Because G  
is p -closed, we have 1( )i GG N N≤ . Therefore 1N  is normal in G , a contradiction. Thus 
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2 3 nG G G  is not a 'p -subgroup and G  has the representation 1 1
= ( ),s sr

G G N G G  where s j
G  

is a nilpotent 'p -subgroup of G  and N  is coincides with all nilpotent subgroups iG , whose 
order is divisible by p . 

Since s j
G  is conditionally seminormal in s j

G N , it follows that there exists a subgroup 

T  such that =s sj j
G T G N  and s j

G X  is a subgroup of G  for every subnormal subgroup X  of 

T  by Lemma 7 (4). Because N T≤ , we have ( )s Gj
G N U≤  for every subgroup U  of N . Since 

1G N  is supersoluble by Lemma 8 (1.2), 1G N  has a normal subgroup V  of order p . Now V  
is normal in G , a contradiction. The theorem is proved. 

 
Conclusions 
In present paper we studied the groups 1 2= nG G G G  with pairwise permutable 

subgroups 1, , nG G  such that iG  and jG  are conditionally seminormal in i jG G  for any 
, {1, , }i j n∈  , i j≠ . In particular, we obtained a number of conditions for such groups to 

belong to a saturated formation containing formations of supersoluble groups. 
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МЕТОД ИТЕРАЦИЙ НЕЯВНОГО ТИПА 

РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ С ВОЗМУЩЕНИЯМИ 
В ПРАВОЙ ЧАСТИ И ОПЕРАТОРЕ 

 
В гильбертовом пространстве исследуется неявный метод итераций решения линейных уравнений 

с неотрицательным самосопряженным и несамосопряженным ограниченным оператором. Доказана схо-
димость метода в случае априорного выбора числа итераций в исходной норме гильбертова простран-
ства в предположении, что погрешности имеются не только в правой части уравнения, но и в операторе. 
Получены оценки погрешности и априорный момент останова. Полученные результаты могут быть ис-
пользованы в теоретических исследованиях при решении линейных операторных уравнений, а также 
при решении прикладных некорректных задач. 

Ключевые слова: некорректное уравнение первого рода, неявная итерационная процедура, гильбер-
тово пространство, неотрицательный самосопряженный и несамосопряженный ограниченный опера-
тор, априорный момент останова. 

 
Implicit Iterative Method for Solving Linear Equations with Perturbations 

in the Right-Hand Side and Operator 
 

In a Hilbert space, an implicit method of iterations for solving linear equations with a non-negative self-
adjoint and non-self-adjoint bounded operator is investigated. The convergence of the method is proved in the 
case of an a priori choice of the number of iterations in the original norm of the Hilbert space, assuming that 
errors exist not only in the right-hand side of the equation but also in the operator. Error estimates and an a priori 
stopping moment are obtained. The results obtained can be used in theoretical research in solving linear operator 
equations, as well as in solving applied ill-posed problems. 

Key words: ill-posed equation of the first kind, implicit three-layer iterative procedure, Hilbert space, non-
negative self-adjoint and non-self-adjoint bounded operator, a priori moment of stopping. 

 
Введение 
Встречается большой класс задач, где решения неустойчивы к малым изменениям 

исходных данных, т. е. сколь угодно малые изменения исходных данных могут приво-
дить к большим изменениям решений. Задачи подобного типа принадлежат к классу не-
корректных задач. Значительная часть задач, встречающихся в прикладной математике, 
физике, технике, экономике и управлении может быть представлена в виде операторного 
уравнения первого рода 

YyXxyAx ∈∈= ,,                                                   (1) 
 

с заданным оператором YXA →:  и элементом y, X и Y – метрические пространства, 
а в особо оговариваемых случаях – банаховы или даже гильбертовы. Ж. Адамаром [1] 
было введено следующее понятие корректности: 
 

mailto:matysikoleg@mail.ru
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Определение. Задачу отыскания решения Xx∈  уравнения (1) называют кор-
ректной (или корректно поставленной, или корректной по Адамару), если при любой 
фиксированной правой части Yyy ∈= 0  уравнения (1) его решение:  

а) существует в пространстве X; 
б) определено в пространстве X однозначно; 
в) устойчиво в пространстве X, т. е. непрерывно зависит от правой части Yy∈ . 
В случае нарушения любого из этих условий задачу называют некорректной 

(некорректно поставленной); более конкретно при нарушении условия в) ее принято 
называть неустойчивой. 

Из определения видно, что корректность по Адамару эквивалентна однозначной 
определенности и непрерывности обратного оператора 1−A  на всем пространстве Y. 

На протяжении многих лет в математике считалось, что только корректные задачи 
имеют право на существование, что только они правильно отражают реальный мир. 
О некорректных задачах сложилось мнение, что они не имеют физической реальности, 
поэтому их решение бессмысленно. В результате долгое время некорректные задачи 
не изучались. Однако на практике все чаще и настойчивее стала возникать необходи-
мость решать некорректные задачи. К таким задачам относятся задача Коши для уравне-
ния Лапласа, задача решения интегрального уравнения первого рода, задача дифферен-
цирования функции, заданной приближенно, численное суммирование рядов Фурье, ко-
гда коэффициенты известны приближенно в метрике 2l , обратная задача гравиметрии, 
обратная задача теории потенциала, задача спектроскопии и т. д.  

Особое место среди методов решения некорректных задач занимают итерацион-
ные методы, поскольку они легко реализуются на ПЭВМ. Различные итерационные 
схемы решения некорректно поставленных задач были предложены в работах [2–13]. 

В настоящей статье предлагается неявная итерационная процедура решения не-
корректных задач в гильбертовом пространстве и проведено исследование ее основных 
свойств. Сравнение предлагаемого метода с хорошо известным явным методом итера-
ций Ландвебера [2] ( ) 0, ,0,,,1 =−α+= δδδδδ+ xAxyxx nnn  показывает, что порядки их 
оптимальных оценок одинаковы. 

Достоинство явных методов в том, что они не требуют обращения оператора, 
а требуют только вычисления значений оператора на последовательных приближениях. 
В этом смысле метод Ландвебера предпочтительнее рассматриваемого неявного метода. 
Однако предлагаемый неявный метод обладает следующим важным достоинством. В ме-
тоде Ландвебера на параметр α  накладывается ограничение сверху – неравенство 

,
4

50
A

≤α<  что может привести на практике к необходимости большого числа итера-

ций. В предлагаемой неявной схеме итераций ограничений сверху на 0α >  нет. Это поз-
воляет считать 0α >  произвольно большим (независимо от A ). В связи с этим опти-
мальную оценку погрешности для неявного метода можно получить уже на первых ша-
гах итераций. 

Рассмотренный в статье неявный итерационный метод найдет практическое при-
менение в прикладной математике: он может быть использован для решения задач, 
встречающихся в теории оптимального управления, математической экономике, геофи-
зике, диагностике плазмы, в геологоразведке, сейсмике, акустике, спектроскопии и ком-
пьютерной томографии. 
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1. Постановка задачи 
Пусть H и F – гильбертовы пространства и ∈A L ),( FH , т. е. A – линейный 

непрерывный оператор, действующий из H в F. Предполагается, что нуль принадлежит 
спектру оператора A, но не является его собственным значением. Решается уравнение 
первого рода: 

         .yAx =                                                                 (2) 
 

Задача отыскания элемента Hx∈  по элементу Fy∈  является некорректной, 
т. к. сколь угодно малые возмущения в правой части y могут вызывать сколь угодно 
большие возмущения решения. 

Предположим, что точное решение Hx ∈*  уравнения (2) существует и является 
единственным. Будем искать его с помощью итерационного процесса 

 

               ,,0,2)()( 0
12

1
22 NkxyAxAExAE k

n
k

n
k ∈=α+α−=α+ −

+                     (3) 
 

где E – тождественный оператор, −α итерационный параметр. 
Считаем, что оператор A и правая часть y уравнения (2) заданы приближенно, 

т. е. вместо y известно приближение δy , ,δ≤− δyy  а вместо оператора A известен опе-

ратор ηA , .η≤− ηAA  Предполагаем, что ),(0 η∈ ASp  [ ].,0)( MASp ⊆η  Тогда метод (3) 

примет вид 
 .,0,2)()( 0

12
1

22 NkxyAxAExAE k
n

k
n

k ∈=α+α−=α+ δ
−

ηη+η                  (4) 
 

Случай приближенной правой части уравнения δy  и точного оператора A для рас-
сматриваемого метода (4) изучен в монографии [13]. Там исследован априорный и апо-
стериорный выбор параметра регуляризации, изучен случай неединственного решения 
задачи (2), доказана сходимость метода в полунорме (энергетической норме) гильбер-
това пространства. Докажем сходимость метода (4) в случае априорного выбора пара-
метра регуляризации при решении уравнения δη = yxA  с приближенным оператором ηA  

и приближенной правой частью δy , и получим априорные оценки погрешности неявного 
метода итераций. 

 
2. Случай самосопряженных неотрицательных операторов 
Пусть ,FH =  ,0* ≥= AA  ,0* ≥= ηη AA  [ ],,0)( MASp ⊆η  .0 0η≤η<  Итерацион-

ный метод (4) запишем в виде: 
 

                                                    ,)( δη= yAgx nn                                                          (5) 
 

где .
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αλ−
−λ=λ −

nk

nk

ng  В [13] получены условия для )(λng  при 0>α : 
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                ,
2
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0
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s
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M ek
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






α
=γ∞<<>γ≤λλ−λ −

≤λ≤
      (7) 

 

(здесь s  – степень истокопредставимости точного решения ,* zAx s=  ,0>s  ρ≤z ), 
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,0,1,)(1sup 00
0

>=γγ≤λλ−
≤λ≤

ngn
M

                                 (8) 
 

.,0)(1sup
0

∞→→λλ−λ
≤λ≤

ngn
M

                                       (9) 
 

Справедлива  
Лемма 1. Пусть ,0* ≥= AA  ,0* ≥= ηη AA  ,η≤−η AA  [ ],,0)( MASp ⊆η  

),0( 0η≤η<  0>α  и выполнены условия (8), (9). Тогда 0→νηnG  при 0, →η∞→n   

,)()( ARAN =∈ν∀ ⊥  где { }0)( =∈= AxHxAN  и )( ηηη −= AgAEG nn . 
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 в силу свойств 

спектральной функции [14]. Следовательно, 0→νηnG  при 0, →η∞→n . 
Лемма 1 доказана. 

Условие сходимости для метода (4) дает 
Теорема 1. Пусть ,0* ≥= AA  ,0* ≥= ηη AA  ,η≤−η AA  [ ],,0)( MASp ⊆η  

),0( 0η≤η<  0>α , ),(ARy∈  δ≤− δyy  и выполнены условия (6), (8), (9). Выберем па-

раметр ),( ηδ= nn  в приближении (4) так, чтобы 0),()( 1 →ηδη+δ kn  при ,),( ∞→ηδn

.0,0 →η→δ  Тогда *
),( xxn →ηδ  при .0,0 →η→δ   

Доказательство 
Из (5) имеем .)( δη= yAgx nn  Тогда 
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Так как по условию (6) ,)(sup)( 1

0

k
n

M
n ngAg γ≤λ≤

≤λ≤
η  то 

 

.****** xxAAxAAxyyxAyyyxAy η+δ≤−+δ≤−+−=−+−≤− ηηδηδηδ  
 

Следовательно, 
 

( ) ( ).)( *1****
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nnnn η+δγ+≤−+≤− ηηδηηηδ  
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Из леммы 1 следует, что 0* →ηxGn  при ,0, →η∞→n  а по условию тео-

ремы 1 0)(1 →η+δkn  при .0,0 →η→δ  Таким образом, ,0*
),( →−ηδ xxn  

.0,0 →η→δ  Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Пусть 0* ≥= AA , ,0* ≥= ηη AA  η≤−η AA , ],0[)( MASp ⊆η , 

)0( 0η≤η< , 0>α , )(ARy∈ , δ≤−δ yy  и выполнены условия (6), (7). Если точное ре-

шение истокопредставимо, т. е. zAx s=* , 0>s , ρ≤z , то справедлива оценка погреш-
ности 
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Доказательство 
Имеем, используя истокопредставимость точного решения, 
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т. к. по лемме 1.1 [3, с. 91] const,),1min( =η≤−η s
s

s
ss ccAA , ( 10для2 ≤<≤ sсs ).  

Тогда получим 
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Теорема 2 доказана. 
Если минимизировать правую часть оценки (10) по n , то получим значение  

априорного момента останова: ( ) [ ] ,
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Подставим оптn  в оценку (10), получим 
 

( ) ( )
( ) ( ) =η+δρη+δγ+

+η+δρργ+ρηγ≤−

+−+

+−+
ηδ

)1/(1*)1/(11*

)1/(*)1/(),1min(
0опт

*
),(

ssk
s

sskssk
ss

s
sn

xdx

xdcxx
 

( ) ( )
( ) ,

)1/(*)1/(1),1min(
0

)1/(11)1/(1)1/(*),1min(
0

++

++−+

η+δ′ρ+ρηγ=

=ργ+ργη+δ+ρηγ=

ss
s

ss
s

sk
s

s
s

ks
s

sss
s

xcc

ddxc
 

 
 



МАТЭМАТЫКА 47 

где 
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Отсюда имеем 
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Замечание. Оптимальная оценка погрешности не зависит от α , но оптn  от α  
зависит. Так как на α  нет ограничений сверху ( 0>α ), то можно α  выбрать так, 
чтобы оптn  = 1. Для этого достаточно взять 
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3. Случай несамосопряженных операторов  
В случае несамосопряженной задачи итерационный метод (4) примет вид 
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Его можно записать так: 
.)( **

δηηη= yAAAgx nn                                                       (12) 
 

Из леммы 1 следует 

Лемма 2. Пусть A, ηA ∈L (H, F), ,η≤−η AA  ,
2

MA ≤η  0>α  и выполнены 

условия (8), (9). Тогда 
 

0→ηvKn  при 0, →η∞→n ,  ,)()( *ARANv =∈∀ ⊥                       (13) 
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где ( ),**
ηηηηη −= AAgAAEK nn  ( )**~

ηηηηη −= AAgAAEK nn . 
Используем лемму 2 для доказательства следующей теоремы. 

Теорема 3. Пусть A, ηA ∈L (H, F), η≤− ηAA , MA ≤η
2

, )0( 0η≤η< , 0>α , 

)(ARy∈ , δ≤−δ yy  и выполнены условия (6), (8), (9). Выберем параметр ),( ηδ= nn  
так, чтобы 

0),()( 12 →ηδη+δ kn при ∞→ηδ ),(n , 0→δ , 0→η .  (15) 
 

Тогда *
),( xxn →ηδ при 0→δ , 0→η . 

Доказательство 
Для погрешности приближения ),( ηδnx  имеем 
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Здесь ( ) ( )( ) )2(121****
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спектральной функции [14].  
Из условия (15) 0)( 21 →η+δkn  при .0,0, →η→δ∞→n  Отсюда 

( ) ,02 *)2(1)2(121 →η+δα xnk kk  .0,0, →η→δ∞→n  Таким образом, 

,0*
),( →−ηδ xxn  .0,0, →η→δ∞→n  Теорема 3 доказана. 

Справедлива 

Теорема 4. Пусть A, ηA ∈L (H, F), η≤− ηAA , MA ≤η
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)(ARy∈ , δ≤−δ yy . Если точное решение представимо в виде zAx s=* , 0>s , 
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Доказательство 
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Из (16) получим оценку: 
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Теорема 4 доказана. 
Минимизируя правую часть (17) по n , получим значение априорного момента 
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Подставив оптn  в оценку (17), получим оптимальную оценку погрешности для 
метода итераций (11): 
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Таким образом, 
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Заключение 
В настоящей статье изучены некоторые свойства предложенной неявной схемы 

итераций решения некорректных задач:  
1) доказана сходимость метода с априорным выбором параметра регуляризации 

в исходной норме гильбертова пространства в случае неотрицательного самосопряжен-
ного ограниченного оператора ηA  ( ),A Aη− ≤ η  получены оценка погрешности метода 

и оценка для момента останова; 
2) исследована сходимость приближений в исходной норме гильбертова про-

странства в случае неотрицательного несамосопряженного ограниченного и возмущен-
ного оператора. 
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ПРИЗНАКИ P-СВЕРХРАЗРЕШИМОСТИ ГРУППЫ 

С ЗАДАННЫМИ СИСТЕМАМИ УСЛОВНО ПЕРЕСТАНОВОЧНЫХ ПОДГРУПП* 
 

Подгруппа A  группы G  называется условно полунормальной подгруппой в G , если для под-
группы A  существует добавление T  в группе G  такое, что для каждой подгруппы 1T  из T  существует 

элемент 1,x A T∈〈 〉  такой, что A  перестановочна с 1
xT . В данной работе приведены признаки p-сверх-

разрешимости группы, факторизуемой условно полунормальными подгруппами. Кроме того, установлена 
p-сверхразрешимость p-разрешимой группы G , в которой все максимальные подгруппы силовской 
p-подгруппы являются условно полунормальными и изучено строение группы с условно полунормальными 
циклическими подгруппами. 

Ключевые слова: условно полунормальная подгруппа, факторизуемая группа, силовская подгруппа, 
максимальная подгруппа. 

 
Sufficient Conditions for the p-Supersolubility of a Group 

with Given Systems of Conditionally Permutable Subgroups 
 

A subgroup A  of a group G  is called a conditionally seminormal subgroup of G  if there is a supplement 
T  to A  in G  such that for each subgroup 1T  of T  there is an element 1,x A T∈〈 〉  such that A  permutes 

with 1
xT . In this paper, we present criteria for p-supersolubility of a group factorizable by conditionally seminor-

mal subgroups. Furthermore, we establish p-supersolubility for a p-soluble group G  in which all maximal sub-
groups of the Sylow p-subgroup are conditionally seminormal, and we study the structure of a group with condi-
tionally seminormal cyclic subgroups. 

Key words: conditionally seminormal subgroup, factorized group, Sylow subgroup, maximal subgroup. 
 
Введение 
Рассматриваются только конечные группы. Подгруппы A  и B  группы G  называ-

ются перестановочными, если AB BA= .  
Подгруппа A  называется полунормальной в группе G , если существует под-

группа T  такая, что G AT=  и A  перестановочна с каждой подгруппой из T  [1]. Группы 
с различными системами полунормальных подгрупп изучены в [2; 3]. В работе [4] иссле-
дованы группы, факторизуемые полунормальными подгруппами, в частности, доказаны 
сверхразрешимость и p -сверхразрешимость таких групп. Подгруппы A  и B  группы G  
называются cc -перестановочными в G , если A  перестановочна с gB  для некоторого 
элемента ,g A B∈〈 〉  [5]. При этом подгруппа A  группы G  называется cc -перестановочной 
______________ 
*Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования Республика Беларусь в рам-
ках выполнения НИР «Конечные группы с заданными ограничениями на канонические подгруппы» (ГПНИ 
«Конвергенция-2030» на 2026–2030 гг.). 
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в G , если A  cc -перестановочна с каждой подгруппой из G . Подгруппы A  и B  группы 
G  называются взаимно (тотально) перестановочными [6], если UB BU=  и AV VA=  (со-
ответственно, UV VU= ) для всех U A≤  и V B≤ . По аналогии, подгруппы A  и B  группы 
G  называются тотально cc -перестановочными, если подгруппа A  сс-перестановочна 
с каждой подгруппой группы B  и подгруппа B  сс-перестановочна с каждой подгруппой 
группы A .  

Со времени выхода работы [6] теория произведений тотально перестановочных 
подгрупп получила широкое развитие. Так, в работе [7] было введено понятие tcc -под-
группы: подгруппа A  группы G  называется tcc -подгруппой в G , если в G  существует 
подгруппа T  такая, что G AT=  и подгруппы A  и T  тотально cc -перестановочны, 
где T  – условное добавление к A  в G . Кроме того, в [7] исследованы группы с задан-
ными системами tcc -подгрупп.  

В работе [8] введено определение: подгруппа A  группы G  называется условно 
полунормальной подгруппой в G , если в группе G  существует подгруппа T  такая, 
что G AT=  и A  сс-перестановочна с каждой подгруппой из T . Так же в [8] приведены 
основные свойства условно полунормальных подгрупп и доказаны случаи сверхразре-
шимости групп, содержащих условно полунормальные подгруппы.  

В данной работе развиваются изложенные выше результаты, а именно приводятся 
признаки p -сверхразрешимости группы, факторизуемой условно полунормальными 
подгруппами и обобщены результаты из [2; 3] на случай условно полунормальных под-
групп. Кроме того, установлена p -сверхразрешимость p -разрешимой группы G , в ко-
торой все максимальные подгруппы силовской p -подгруппы являются условно полу-
нормальными.  

 
1. Предварительные рассмотрения 
Терминология и используемые обозначения соответствуют [9; 10]. Запись H G≤  

означает, что H  – подгруппа группы G . Если H G≤  и H G≠ , то пишем H G< . Запись 
H G  означает, что H  – нормальная подгруппа группы G . Через G′ , ( )Z G , ( )F G  
и ( )GΦ  обозначаются коммутант, центр, подгруппы Фиттинга и Фраттини группы G  
соответственно; O ( )p G  и O ( )p G′  – наибольшие нормальные в G  p - и p′ -подгруппы 
соответственно; ( )Gπ  – множество всех простых делителей порядка группы G . Элемен-
тарная абелева группа порядка tp  и циклическая группа порядка m  обозначаются tp

E  

и mZ  соответственно, а [ ]A B  – полупрямое произведение нормальной подгруппы A  
и подгруппы B . 

Группа называется p -разрешимой, если ее главные факторы либо p -группы, 
либo p′ -группы, а p -сверхразрешимой, если порядки ее главных факторов либо равны p
, либо не делятся на p . Через ( )l Gπ  обозначается π -длина π -разрешимой группы G . 

Через pS  обозначим класс всех p -разрешимых, а через pU  класс всех p -сверх-
разрешимых групп. Группа с нормальной p′ -холловой подгруппой называется p -ниль-
потентной.  

Лемма 1.1. Пусть A  – условно полунормальная подгруппа группы G  и Y  – услов-
ное добавление к A  в G . Тогда справедливы следующие утверждения: 

(1) A  – условно полунормальная подгруппа в H  для каждой подгруппы H  
группы G  такой, что A H≤ ; 

(2) /AN N  – условно полунормальная подгруппа в /G N  для каждой N G ; 
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(3) для каждой X Y≤  существует y Y∈  такой, что yAX G≤ . В частности, 
AM G≤  для некоторой максимальной подгруппы M  группы Y  и AH G≤  для некото-
рой π -холловой подгруппы H  разрешимой группы Y  и любого ( )Gπ π⊆ ; 

(4) AK G≤  для каждой субнормальной подгруппы K  в Y ; 
(5) gAK  для любого g G∈  и любой субнормальной подгруппы K  из Y ; 
(6) xA  – условно полунормальная подгруппа группы G  и xY  – условное добавление 

к xA  в G  для любого x G∈ ; 
(7) если A  – максимальная подгруппа, то :G A  – простое число; 
(8) если Y  разрешима и A  r -замкнута, r  – наибольшее простое число из N G= , 

то ее силовская r -подгруппа rA  субнормальна в G ; 
(9) если A  2 -нильпотентна, то A′  субнормальна в G . 
Доказательство. Утверждения (1) – (8) известны [8, лемма 2.1].  
(9). Применим индукцию по G . Из (3) следует, что для каждого ( )p Yπ∈  суще-

ствует силовская p -подгруппа pY  из Y  такая, что pAY G≤ . Предположим, что pAY G<  
для каждого ( )p Yπ∈ . Тогда из (1) следует, что A  является условно полунормальной 
подгруппой в pAY  и по индукции A′  субнормальна в pAY . Ясно, что для каждого 

( )p Gπ∈  существует силовская p -подгруппа R  из G  такая, что pR AY≤ . Так как 
, pA A R AY′ ′≤ 〈 〉 ≤ , то A′  субнормальна в ,A R′〈 〉 . По [11, теорема] A′  субнормальна в G . 

Следовательно, qG AY=  для некоторого ( )q Yπ∈ . Из (4) следует, что A  полунор-

мальна в G . Так как A  2-нильпотентна, то GA  разрешима по [12, лемма 10]. Следова-
тельно, G

q qG AY A Y= =  разрешима. Из (4) следует, что qY  является минимальным 
условным добавлением к A  в G  и AT G<  для некоторой максимальной подгруппы T  
группы qY . Поскольку A  является условно полунормальной подгруппой в AT , то по ин-

дукции A′  субнормальна в AT . Поскольку :G AT q=∣ ∣ , то по [13, лемма 3.5] / ( )GG AT  
сверхразрешима, и, следовательно, ( / ( ) ) ( ) / ( )G G GG AT G AT AT′ ′=  нильпотентна. Так как 
A G′ ′≤ , то ( ) / ( ) ( ) / ( )G G G GA AT AT G AT AT′ ′≤  и, следовательно, ( )GA AT′  субнормальна 
в G . Ясно, что ( )GA A AT AT′ ′≤ ≤ . Так как A′  субнормальна в AT то A′  субнормальна 
в ( )GA AT′  и A′  субнормальна в G . 

Лемма 1.2 [10, VI.9].  
1. Класс pU  – наследственная насыщенная формация. 
2. Каждая минимальная нормальная подгруппа p -сверхразрешимой группы явля-

ется либо p′ -подгруппой, либо подгруппой порядка p . В частности, p -ранг p -сверх-
разрешимой группы равен 1. 

3. Пусть N  – нормальная в G  подгруппа и /G N p∈ U . Если N  циклическая 
или { ( ), ( ), ( )}pN Z G O G G′∈ Φ , то G p∈ U . 

4. Коммутант p -сверхразрешимой группы p -нильпотентен. 
Лемма 1.3 [14, лемма 5]. Предположим, что p -разрешимая группа G  не принад-

лежит pU , но /G K p∈ U  для каждой неединичной нормальной в G  подгруппы K . 
Тогда справедливы следующие утверждения: 

(1)  ( ) ( ) ( ) 1pZ G O G G′= = Φ = ; 
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(2)  группа G  содержит единственную минимальную нормальную подгруппу N , 
( ) ( ) ( )p GN F G O G C N= = = ; 
(3)  G  – примитивная группа; [ ]G N M= , где M  – максимальная подгруппа 

в группе G  с единичным ядром; 
(4)  N  – элементарная абелева подгруппа порядка np , 1n > ; 
(5)  если подгруппа M  абелева, то M  циклическая порядка, делящего 1np − , а n  – 

наименьшее натуральное число, удовлетворяющее сравнению ( )1 mod | |np M≡ . 
Лемма 1.4 [14, Следствие 1.1]. Пусть A  и B  – нормальные p -сверхразрешимые 

подгруппы группы G  и G AB= . Если коммутант G′  p -нильпотентен, то G  p -сверх-
разрешима. 

 
2. О p -сверхразрешимости группы, факторизуемой условно полунормаль-

ными подгруппами 
Теорема 2.1. Пусть A  и B  – p -сверхразрешимые условно полунормальные под-

группы группы G  и G AB= . Тогда G  p -сверхразрешима в следующих случаях: 
(1)  коммутант G′  p -нильпотентен; 
(2)  группа G  p -разрешима и (| |,| |) 1A B = . 
Доказательство. Предположим, что теорема неверна и пусть G  – контрпример 

минимального порядка. Пусть N  – неединичная нормальная подгруппа в G . Фактор-
группа 

/ ( / )( / ), / / , / / ,G N AN N BN N AN N A A N BN N B B N= ∩ ∩   
 

поэтому подгруппы /AN N  и /BN N  p -сверхразрешимы, а по лемме 1.1 (2) они явля-
ются условно полунормальными подгруппами в /G N . 

1. Так как 
( / ) / / ,G N G N N G G N′ ′ ′ ′= ∩  

 

то коммутант ( / )G N ′  p -нильпотентен. Следовательно, фактор-группа /G N  удовле-
творяет всем требованиям теоремы и /G N  p -сверхразрешима по выбору группы G . 
Так как /G N p∈ S  и G p′∈ S , то группа G p∈ S . Из леммы 1.3 получаем, что группа G  
примитивна, в G  существует единственная минимальная нормальная подгруппа N  такая, 
что ( ) ( ) ( )G pN C N O G F G= = = , N  – элементарная абелева подгруппа порядка np , 1n > . 
Теперь N G′≤  и поскольку ( ) 1pO G′ = , то G′  – p -подгруппа. Следовательно, N G′=  
и /G N  абелева. Докажем, что AN  и BN  – собственные подгруппы группы G . Предпо-
ложим, что AN G= . Тогда 1A N∩ = , A  – максимальная в G  подгруппа. По условию 
A  – условно полунормальная подгруппа в G . По лемме 2.1 (7) | : |G A r= , где r  – про-
стое число. Поэтому | |N r= , противоречие. Значит, предположение неверно и AN G< . 
Аналогично, BN G< . 

По лемме 2.1 (1) подгруппа A  является условно полунормальной подгруппой 
в AN  и p -сверхразрешима по условию. Так как N  нормальна в AN , то N  – условно 
полунормальная подгруппа в AN . Кроме того, N  абелева. Поскольку ( )AN G′ ′≤ , 
то коммутант ( )AN ′  p -нильпотентен. По индукции подгруппа AN p -сверхразрешима. 
Аналогично, BN p -сверхразрешима. Так как /G N  абелева, то AN  и BN  нормальны 
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в G . Теперь группа ( )( )G AN BN=  является произведением нормальных p -сверхразре-
шимых подгрупп AN  и BN и ее коммутант G′  p -нильпотентен. По лемме 1.4 группа 
G  p -сверхразрешима. 

2. Так как 
 

(| / |,| / |) (| / |,| / |) 1AN N BN N A A N B B N= ∩ ∩ = , 
 

то фактор-группа /G N  удовлетворяет всем требованиям теоремы и /G N  p -сверх-
разрешима по выбору группы G . Так как группа G  p -разрешима по условию, 
то по лемме 1.3 G  примитивна, в G  существует единственная минимальная нормальная 
подгруппа N  такая, что ( ) ( ) ( )G pN C N O G F G= = = , N  – элементарная абелева под-

группа порядка np , 1n > . Пусть p  – простой делитель порядка группы A , следова-
тельно, B  – p′ -группа, так как (| |,| |) 1A B = . Пусть H  – условное добавление к под-
группе B  в G , тогда G BH= . Так как B  – p′ -группа, то N H≤ . Поскольку подгруппа 
A  p -сверхразрешима по условию, тогда по лемме 1.2 (2) существует минимальная нор-
мальная подгруппа 1N  в ,A  порядок которой равен p  и  1N N≤ . Таким образом, 1N  
субнормальна в H , тогда по лемме 1.1 (4) 1BN G≤ . По тождеству Дедекинда 

1 1 1,( )N BN N N B N∩ = ∩ =  следовательно, 1 1N BN  и 1( )GB N N≤ . Так как 1N  нор-
мальна в A  и 1( )GB N N≤ , то 1N  нормальна в G AB= , противоречие. 

Пример 2.1.1 [15, с. 181, 4.2.12]. Группа 2 37
[ ]G E S=  не является 7-сверхразреши-

мой группой. Эта группа обладает факторизацией 2 23 27 7
([ ] )([ ] )G E Z E Z= , где подгруппы 

2 37
[ ]E Z  и 2 27

[ ]E Z  7-сверхразрешимы, условно полунормальны и их порядки не являются 
взаимно простыми. Следовательно, условие (| |,| |) 1A B =  в теореме 2.1 (2) убрать нельзя. 

 
3. О строении группы с условно полунормальными циклическими подгруппами 
Теорема 3.1. Если все подгруппы порядка 2p >  являются условно полунормаль-

ными подгруппами группы G , то G  p -сверхразрешима. 
Доказательство. Предположим, что теорема неверна и G  – контрпример мини-

мального порядка. 
Пусть M  – максимальная подгруппа группы G  и подгруппа H  порядка p  со-

держится в M . По условию H  условно полунормальна в G , тогда по лемме 1.1 (1) H  – 
условно полунормальная подгруппа группы M . Следовательно, любая максимальная 
подгруппа M  группы G  p -сверхразрешима по индукции.  

Пусть корадикал pG U  разрешимый. Тогда из [16, теорема 1.1] следует, что pG U  
является p -группой, / ( )p pG GΦU U  – минимальная нормальная подгруппа в / ( )pG GΦ U  
и группа pG U  имеет экспоненту p .  

Выберем подгруппу / ( )pK K G= Φ U  группы / ( )p p pG G G= ΦU U U  порядка p . Тогда 
 

( ) ( ) / ( ).p p pK x G x G G= 〈 Φ 〉 = 〈 〉Φ ΦU U U  
 

Так как px G∈ U , то | |x p= . Из леммы 1.1 (2) следует, что K  – условно полунор-
мальная подгруппа в G  и / ( )pY Y G= Φ U  – условное добавление к K  в G . Пусть Q  – 
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силовская q -подгруппа в Y , q p≠ . Тогда по лемме 1.1 (3) .KQ G≤  По тождеству Деде-

кинда ( )p pG KQ K G Q∩ = ∩U U , следовательно, K KQ  и ( )GQ N K≤ . Тогда K G  и 
pK G= U , и порядок группы / ( )p p pG G G= ΦU U U  равен p . 
Фактор-группа ( / ( )) / ( / ( )) /p p p pG G G G G GΦ Φ 

U U U U  p -сверхразрешима, тогда 
по лемме 1.2 (3) группа / ( )pG GΦ U  является p -сверхразрешимой – противоречие.  

Значит, корадикал pG U  не является разрешимым. Тогда по [17, теорема 4.2.] 
фактор-группа / ( )G GΦ  является простой. Пусть P  – силовская p -подгруппа группы 
G  и 1( ) |   , pP x x P x eΩ = 〈 ∈ = 〉  – нижний слой подгруппы P . Предположим, что 1( )PΩ  
лежит в подгруппе Фраттини ( )GΦ . Пусть pΦ  – силовская p -подгруппа в ( )GΦ . 
Так как pΦ  характеристическая подгруппа в ( )GΦ  и ( )GΦ  нормальна в G , то pΦ  – 
нормальная подгруппа группы G  и ( )p pO GΦ ≤ . Выберем произвольную подгруппу x〈 〉  

порядка p  такую, что px P〈 〉 ≤ Φ ≤ , тогда 1( ) | , p
pP x x x eΩ = 〈 ∈Φ = 〉  является подгруп-

пой группы pΦ  и, следовательно, подгруппой в ( )pO G . По [17, теорема 4.3.] 

( ) ( )pO G Z G≤ , тогда 1( ) ( )P Z GΩ ≤ . Согласно [10, IV. 5.5] группа G  p -нильпотентна и, 
как следствие, p -сверхразрешима – противоречие. Тогда предположение неверно 
и 1( )PΩ  не является подгруппой в ( )GΦ . 

Так как 1( ) ( )P GΩ Φ , то существует элемент 1( )x P∈Ω  такой, что подгруппа x〈 〉  
не является подгруппой в ( )GΦ . Тогда существует нетривиальная подгруппа 

( ) ( ) / ( )X x G x G G= 〈 Φ 〉 = 〈 〉Φ Φ  порядка p . По лемме 1.1 (3) X  является условно полу-
нормальной подгруппой в / ( )G G G= Φ  и существует подгруппа Y  – условное добавле-
ние к X  в G . Так как порядок подгруппы X  равен p , то X  – tcc-подгруппа группы G  
и подгруппы X  и Y  тотально сс-перестановочны. Тогда по [18, теорема 4] 
[ , ] ( )X Y F G≤ . Подгруппа ( )F G  тривиальна, тогда [ , ] 1X Y =  и ( )GY C X≤ . Так как 

G XY= , то X  – нормальная подгруппа группы / ( )G G G= Φ  – противоречие. Следова-
тельно, группа G  p -сверхразрешима.  

Теорема 3.2. Если все циклические подгруппы порядка 2 или 4 являются условно 
полунормальными подгруппами группы G , то G  2-нильпотентна. 

Доказательство. Предположим, что теорема неверна и G  – контрпример мини-
мального порядка. 

Пусть M  – максимальная подгруппа группы G  и циклическая подгруппа H  по-
рядка 2 или 4 содержится в M . По условию H  условно полунормальна в G , тогда 
по лемме 1.1 (1) H  – условно полунормальная подгруппа группы M . Следовательно, 
любая максимальная подгруппа M  группы G  2-нильпотентна по индукции. Тогда со-
гласно [10, III, 5.2] [ ]G P Q= , где P  – нормальная 2-силовская подгруппа группы G  экс-
поненты 2 или 4, а Q  – циклическая силовская q -подгруппа группы G . Пусть x P∈  и 
H x= 〈 〉 , тогда | | 2H =  или | | 4H = . По условию H  – условно полунормальная подгруппа 
группы G . По лемме 1.1 (3) HQ G≤ . Согласно [10, IV, 2.8] ( )GH N Q≤ , следовательно, 

( )GP N Q≤  и Q  нормальна в G  – противоречие. 
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4. О строении группы с силовской условно полунормальной подгруппой  
Теорема 4.1 Если в p -разрешимой группе G  все максимальные подгруппы силов-

ской p -подгруппы являются условно полунормальными подгруппами в G , то группа G  
p -сверхразрешима.  

Доказательство. Пусть P  – силовская p -подгруппа группы G . Если P  цикли-
ческая, то G  p -сверхразрешима. Пусть P  нециклическая. Тогда согласно лемме 1.1 (3) 
для каждой максимальной подгруппы iP  из P  и каждого ( ) \{ }q G pπ∈  существует си-
ловская q -подгруппа Q  в G  такая, что iPQ G≤ . По [19, теорема 3.4] группа G  p -сверх-
разрешима. 

Теорема 4.2. Пусть p  – наибольший простой делитель порядка группы G  и P  – 
силовская p -подгруппа в G . Если P  условно полунормальна в G , то P  – нормальная 
подгруппа группы G .  

Доказательство. По условию теоремы P  существует условное добавление Y  
такое, что PY G=  и 1PY Gα =  для любой подгруппы 1Y  группы Y , где 1,P Yα ∈〈 〉 . Пусть 
Q  – силовская q -подгруппа группы Y  и q p≠ . Ясно, что Q  силовская подгруппа в G . 
Пусть PQ PQα ′= , где Q′  – силовская q -подгруппа из G . Тогда PQ′  – бипримарная 
холлова подгруппа группы G , в которой P  условно полунормальна и q p< .  

Если PQ′  – собственная подгруппа группы G , то P  нормальна в PQ′  по индук-
ции. Поэтому ( )GQ N P′ ≤ . Поскольку q  – произвольное простое число, отличное от p , 
получаем, что P  нормальна в G . Значит, G PQ′=  и Q′  – условное добавление. Пусть 

1Q  и 2Q  – различные максимальные подгруппы в Q′ . Тогда из леммы 1.1 (3) следует, что 

1PQ G<  и 2PQ G< . Согласно лемме 2.1 (1) P  – условно полунормальная подгруппа 
группы 1PQ . Следовательно, P  нормальна в 1PQ  и 1 ( )GQ N P≤ . Аналогично, 2 ( )GQ N P≤
. Поэтому 1 2, ( )GQ Q Q N P= 〈 〉 ≤  и P  нормальна в G . Значит, Q′  содержит единственную 
максимальную подгруппу, а следовательно, Q  циклическая. Так как q p< , то группа G  
p -нильпотентна, следовательно, P  нормальна в G .  

Теорема 4.3. Пусть G  – p -разрешимая группа, P  – силовская p -подгруппа 
группы G  и P  условно полунормальна в G .  

(1) Если p′ -холлова подгруппа группы G  q -сверхразрешима для некоторого 
q p≠ , то G  q -сверхразрешима.  

(2) ( )pP O G′ ≤ . 

(3) ( ) 2pl G ≤  и ( ) 2l Gπ ≤ , где ( ) \{ }G pπ π= . 
Доказательство. 
1. Так как G  – p -разрешима, то согласно [20, теорема 6.3.5] в ней существует 

p′ -холлова подгруппа, которая является условным добавлением к P  в G . Действи-
тельно, пусть Y  – условное добавление к P  в G . Тогда по лемме 1.1 (3) существует 
p′ -холлова подгруппа H  в Y , которая и будет p′ -холловой подгруппой в G  такой, 

что PH G= .  
Покажем, что G  q -разрешима. Пусть N  – произвольная минимальная нормаль-

ная подгруппа группы G . Значит, N  либо p -подгруппа, либо p′ -подгруппа. По индук-
ции фактор-группа /G N  q -разрешима. Если N  – p -подгруппа, то G  q -разрешима. 
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Если N  – p′ -подгруппа, то N H≤  и N  q -сверхразрешима. Таким образом, группа G  
q -разрешима. 

Предположим, что группа G  не является q -сверхразрешимой. Тогда из леммы 
1.3 следует, что в группе G  существует единственная минимальная нормальная под-
группа N , порядок которой равен qα , 1α > . Следовательно, N H≤  и H  q -сверхразре-
шима по условию. Согласно лемме 1.2 (2) в H  существует минимальная нормальная 
подгруппа 1N  порядка q  такая, что 1N N H≤ ≤ . Так как силовская p -подгруппа P  
условно полунормальна в G  и 1N  субнормальна в H , то 1PN G≤  по [лемма 1.1.(4)]. 
По тождеству Дедекинда 1 1 1( )N PN N N P N∩ = ∩ = . Тогда 1N  – нормальная подгруппа 
группы 1PN  и 1( )GP N N≤ . Следовательно, 1N  нормальна в группе G , противоречие. 
Таким образом, группа G  q -сверхразрешима. 

2. По лемме 1.1 (9) подгруппа P′  субнормальна в группе G . Следовательно, 
( )pP O G′ ≤ .  
3. Фактор-группа / ( )pP O G является силовской p -подгруппой в / ( ).pG O G  Ком-

мутант ( )pP O G′ ≤  по п. 2, тогда фактор-группа / ( ) ( / ) / ( ( ) / )p pP O G P P O G P′ ′
  абелева 

и ( / ( )) 1p pl G O G ≤  по [21, теорема 6.1 (3)]. 
Получаем, что ( ) ( / ( )) ( ( )) 1 1 2p p p p pl G l G O G l O G≤ + ≤ + = .  
Пусть ( ) 1pO G ≠ . Применим индукцию по порядку группы .G  Фактор-группа 

/ ( )pG O G  p -разрешима, / ( )pP O G  – силовская p -подгруппа группы / ( )pG O G  
и / ( )pP O G  условно полунормальна в / ( )pG O G . Тогда ( / ( )) 2pl G O Gπ ≤  
и  

( ) ( / ( )) ( ( )) 2 0 2p pl G l G O G l O Gπ π π≤ + ≤ + = . 
 

Теперь ( ) 1pO G = . В этом случае ( ) 1pP O G′ ≤ =  и силовская p -подгруппа Р  абе-
лева. Тогда ( ) 1pl G ≤  и группа G обладает нормальным рядом 

 

1 2 31 ( )pO G G G G G= ≤ ≤ ≤ = , 
 

где 2 1 1/ ( / )pG G O G G= , 1 / ( ) ( / ( ))p pG O G O G O Gπ=  и 3 2 2/ ( / )G G O G Gπ= . Значит, 
( ) 2l Gπ ≤ . 

Следствие 4.3.1. Пусть G  – бипримарная группа и ( ) { , }G p qπ = . Если силовская 
p -подгруппа группы G  условно полунормальна в G , то группа G  q -сверхразрешима 

и ( ) 3n G ≤ . Если p q> , то ( ) 2n G ≤ . 
 
Заключение 
В данной работе приведены признаки p-сверхразрешимости группы, факторизу-

емой условно полунормальными подгруппами. Кроме того, установлена p-сверхразре-
шимость p-разрешимой группы G , в которой все максимальные подгруппы силовской 
p-подгруппы являются условно полунормальными и изучено строение группы с условно 
полунормальными циклическими подгруппами. 
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ЯВНЫЙ ВИД РЕЗОЛЬВЕНТЫ АППРОКСИМИРУЮЩЕЙ СИСТЕМЫ 
ТРЕХ УРАВНЕНИЙ С ДЕЛЬТА-ОБРАЗНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

И МАТРИЦЕЙ ЦИКЛИЧЕСКОГО ВЛИЯНИЯ 
 

Уравнения, которые записываются в виде 0 ( ) ,L u u A u fε δ= −∆ + =  встречаются в различных об-
ластях и являются объектом детального исследования. Произведение δu, входящее в это уравнение, 
не определено в рамках классической теории обобщенных функций, поэтому одной из основных задач яв-
ляется придание содержательного значения выражению, которое стоит в левой части уравнения, 
т. е. фактически задание оператора, соответствующего указанной формальной записи. Для этого ис-
пользуют специальные аппроксимации оператора умножения на δ-функцию. Процесс исследования урав-
нений с δ-образными коэффициентами включает несколько основных этапов: построение аппроксимаций 
рассматриваемого выражения операторами конечного ранга; нахождение резольвенты аппроксимирую-
щего семейства; нахождение предела резольвенты и выделение случаев резонанса; описание спектра по-
строенных предельных операторов; исследование поведения собственных значений аппроксимирующих 
операторов. В данной работе рассматриваются первые два этапа вышеизложенного подхода для си-
стем, состоящих из трех уравнений с дельта-образными коэффициентами, и матрица ( )A ε  имеет цик-
лический характер, что задает последовательную связь между тремя компонентами системы. 

Ключевые слова: обобщенная функция, аппроксимация, резольвента, оператор. 
 

Explicit Form of the Resolvent of an Approximation System of Three Equations 
with Delta-Shaped Coefficients and a Cyclic Influence Matrix 

 
Equations written in the form 0 ( ) ,L u u A u fε δ= −∆ + =  are encountered in various fields and are the 

subject of detailed study. The product δu in this equation is not defined within the classical theory of generalized 
functions, so one of the main tasks is to assign a meaningful meaning to the expression on the left-hand side of the 
equation, i.e., to define an operator corresponding to this formal notation. For this purpose, special approxima-
tions of the multiplication operator by the δ-function are used. The process of studying equations with delta-shaped 
coefficients includes several main stages: constructing approximations of the expression in question by finite-rank 
operators; finding the resolvent of the approximating family; finding the limit of the resolvent and identifying 
resonance cases; describing the spectrum of the constructed limit operators; and studying the behavior of the 
eigenvalues of the approximating operators. This paper considers the first two stages of the above approach for 
systems consisting of three equations with delta-shaped coefficients, where the matrix ( )A ε  is cyclic, which es-
tablishes a consistent relationship between the three components of the system. 

Key words: generalized function, approximation, resolvent, operator. 
 

Введение 
Уравнения, которые записываются в виде 
 

,)(L0 fuauu =+∆−= δε          (1) 
 

где δ есть δ-функция Дирака, возникают в различных приложениях [1] и активно изуча-
ются. Произведение δu, входящее в (1), не определено в рамках классической теории 
обобщенных функций, поэтому одной из ключевых задач является придание смысла 
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выражению, стоящему в левой части (1), т. е. фактически построение оператора, который 
бы соответствовал этому формальному выражению. 

Один из основных подходов к определению понятия решения уравнения и постро-
ению таких решений основан на аппроксимации выражения в левой части (1) семейством 
корректно заданных операторов εL  и затем нахождении предела резольвент 

 

( ) ).(:Llim 1

0
λλεε

R=− −

→
 

 

Если такой предел существует, то операторно-значная функция R(λ) оказывается 
резольвентой некоторого оператора, который соответствует рассматриваемой аппрокси-
мации формального выражения. В случае операторов в пространстве )( 3

2 RL  скалярных 
функций было обнаружено, что в типичных случаях )(0 λR  есть резольвента невозму-

щенного оператора ( ) 1
0 )( −−∆−= IR λλ , но возможны случаи резонанса, когда )(0 λR  

есть резольвента некоторого оператора, отличного от -∆. Резольвента )(0 λR  действует 
по формуле 

,*)(0 fEfR λλ =  
 

где * – свертка функций, а )(xEλ  – фундаментальное решение для оператора ,uu λ−∆−  
заданное формулой  

,
4

1)( xe
x

xE µ
λ π

−=  

 

где 0Re,2 >−= µλµ . Отметим, что )( 3
2 RLE ∈λ .  

Спектр оператора −∆ есть положительная полупрямая, причем спектр не содер-
жит собственных значений. А у предельных операторов, отличных от −∆, имеется одно 
собственное значение. У аппроксимирующего оператора εL  спектр может содержать (в 
зависимости от выбранного способа аппроксимации) конечный или даже бесконечный 
набор собственных значений. Поэтому общая задача заключается в описании поведения 
собственных значений аппроксимирующих операторов и выяснении того, как в пределе 
из них получается одно собственное значение. 

Анализ систем уравнений обычно оказывается более сложным по сравнению с 
анализом одного уравнения и содержит большее число возможных вариантов. Целью ра-
боты является построение аппроксимаций рассматриваемого выражения операторами 
конечного ранга; нахождение резольвенты аппроксимирующего семейства системы из 
трех уравнений (1), где ( )1 2 3, ,u u u u= , а коэффициент является матрицей третьего по-
рядка специального вида. Если коэффициент в (1) является диагональной матрицей 

 

11

22

33

( ) 0 0
( ) 0 ( ) 0 ,

0 0 ( )

a
A a

a

ε
ε ε

ε

 
 =  
  

 

 

то получим систему из трех независимых скалярных уравнений, которые уже исследова-
лись ранее.  
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Случай, когда коэффициент в (1) является матрицей специального вида 
 

13

22

31

0 0 ( )
( ) 0 ( ) 0 ,

( ) 0 0

a
A a

a

ε
ε ε

ε

 
 =  
  

 

 

представляет ограниченный интерес ввиду того, что первая компонента влияет на тре-
тью, третья – на первую, а вторая влияет только сама на себя. 

Наиболее содержательный оказывается случай, когда матрица в (1) имеет вид 
 

12

23

31

0 ( ) 0
( ) 0 0 ( ) .

( ) 0 0

a
A a

a

ε
ε ε

ε

 
 =  
  

       (2) 

 

Выбор матрицы такого вида обусловлен тем, что коэффициенты системы обра-
зуют матрицу циклического влияния, которая принципиально отличается от классиче-
ских матриц прямых и обратных связей. Структура этой матрицы задается следующим 
образом: элемент ( )ija ε  матрицы А(ε) характеризует влияние j-ой компоненты системы 
на i-ую компоненту. Для рассматриваемой матрицы первая компонента воздействует на 
третью, третья – на вторую, а вторая, в свою очередь, – на первую, замыкая цикл. Также 
особый интерес представляет алгебраическое свойство данной матрицы. Если произве-
дение  

12 23 31( ) ( ) ( ) 1,a a aε ε ε =  
 

то выполняется условие 3A I=  (возврат в исходное состояние через три шага). 
 

Основная часть 
Наиболее простыми являются аппроксимации с помощью операторов конечного 

ранга. Применим подход, развитый в [2; 3] для исследования уравнений с δ-образными 
коэффициентами. Основные этапы этого подхода: 

1) построение аппроксимаций данного выражения операторами конечного ранга; 
2) нахождение явного вида резольвенты аппроксимирующего семейства; 
3) нахождение предела резольвенты и выделение случаев резонанса; 
4) описание построенных предельных операторов; 
5) исследование поведения собственных значений аппроксимирующих операто-

ров и их собственных векторов при 0.ε →  
В данной работе выполнено построение аппроксимаций выражения (1) операто-

рами конечного ранга; нахождение явного вида резольвенты аппроксимирующего се-
мейства для систем, состоящих из трех уравнений с матрицей в (1) специального вида. 

1. Построение аппроксимации 
Мы рассматриваем формальную систему, которая в покоординатной записи 

имеет вид 
1 12 2 1( ) ,u a u fε δ−∆ + =  

2 23 3 2( ) ,u a u fε δ−∆ + =  

3 31 1 3( ) .u a u fε δ−∆ + =           (3) 
 

Построим аппроксимацию оператора умножения на δ-функцию, действующую 
на гладкую функцию u по формуле (0) .u uδ δ=  Пусть φ – бесконечно дифференцируемая 
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функция с компактным носителем, т. е. 3( )D Rϕ∈  [4], такая что 

3
1 2 3 1 2 3( , , ) 1.

R

x x x dx dx dxϕ =∫∫∫  

Для краткости записи обозначим
3

1 2 3 1 2 3( , , ) ( ) .
R

x x x dx dx dx x dxϕ ϕ=∫∫∫ ∫  Тогда семей-

ство гладких функций 





=
ε

ϕ
ε

ϕε
xx 3

1)(  задает аппроксимацию δ-функции как элемента 

пространства обобщенных функций, а семейство функционалов ∫= dxxxuuФ )()()( εε ϕ  – 
аппроксимацию δ-функции, как функционала. Таким образом, для гладких функций u 
имеем uuuФ δδϕεε =→ )0()(  [3], т. е. на гладких функциях семейство операторов 

εε ϕ)(uФ  сходится к произведению δu в пространстве 3( )D R′ . 

Тогда семейство операторов 
 

L ( ) ( ) ( ) ( )u u А x u y y dyε ε εε ϕ ϕ= −∆ + ∫     (4) 
 

задает аппроксимацию формального выражения ( ) .u А uε δ−∆ +  В покоординатной записи 
это семейство имеет вид 
 

( ) 1 12 21
L ( ) ( ) ( ) ( ) ,u u a x u y y dyε ε εε ϕ ϕ= −∆ + ∫  

( ) 2 23 32
L ( ) ( ) ( ) ( ) ,u u a x u y y dyε ε εε ϕ ϕ= −∆ + ∫  

( ) 3 31 13
L ( ) ( ) ( ) ( ) .u u a x u y y dyε ε εε ϕ ϕ= −∆ + ∫     (5) 

 

Задача заключается в исследовании поведения решений уравнения ( ) fu =− λεL  
при 0→ε . 

2. Построение явного вида резольвенты аппроксимирующих операторов для 
специального вида матриц коэффициентов 

При фиксированном 0>ε  найдем для данных аппроксимаций (5) такие решения 
непосредственно, т. е. построим резольвенту ( ) uf =− −1L λε  и найдем, для каких λ она 
определена. 

Теорема. Резольвента ( ) 1L −− λε  аппроксимирующего семейства )(L uε  записы-
вается в виде 

( ) ( ) ),()(~),()(L 00
1 xRfSfR εε ϕλλελλ ⋅⋅−=− −    (6) 

где 
0 1

0 0 2

0 3

( )
( ) ( ) ,

( )

R f
R f R f

R f

λ
λ λ

λ

 
 =  
  

 

1

2

3

,

f

F f

f

 
 

=  
 
  







 

( )1 0 1( ) ( ) ( ) ,f R f y y dyελ ϕ= ∫  
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( )2 0 2( ) ( ) ( ) ,f R f y y dyελ ϕ= ∫  

( )3 0 3( ) ( ) ( ) ,f R f y y dyελ ϕ= ∫  
 

и ( , )S ε λ  есть матрица вида 

[ ]

2

23 31 31

11 2

3 12 12 31

12 23 31 2

12 23 23

1 ( , )( , )
( ) ( ) ( )

1 ( , ) 1( , ) ( ) ( , ) ( , ) ,1 ( ) ( ) ( )( , )
1 ( , ) ( , )

( ) ( ) ( )

bb
a a a

bS A B b
a a ab

a a a b b
a a a

ε λε λ
ε ε ε

ε λε λ ε ε λ ε λ
ε ε εε λ

ε λ ε λ
ε ε ε

−−

 
− 

 
  = + = −    +
 

− 
 

 

 

( , ) 0 0
( , ) 0 ( , ) 0 ,

0 0 ( , )

b
B b

b

ε λ
ε λ ε λ

ε λ

 
 =  
  

 

 

( ) .)()()(),( 0∫= dyyyRb εε ϕϕλλε  
 

Резольвента определена, если Rλ +∈  и [ ] 1 3

12 23 31

1det ( ) ( , ) ( , ) 0.A B b
a a a

ε ε λ ε λ− + = + ≠  

Доказательство. 
Построение резольвенты эквивалентно нахождению решения системы 
 

1 1 12 2 1,( ) ( ) ( ) ( )u u a x u y y dy fε ελ ε ϕ ϕ−∆ − + =∫  

2 2 23 3 2( ) ( ) ( ) ( ) ,u u a x u y y dy fε ελ ε ϕ ϕ−∆ − + =∫  

3 3 31 1 3( ) ( ) ( ) ( ) .u u a x u y y dy fε ελ ε ϕ ϕ−∆ − + =∫    (7) 
 

Из системы (7) получаем, если решение существует, то оно имеет вид 
 

( )( )1 1 1 0( ) ( , ) ( ),u x R f C R xλ εε λ λ ϕ= −  

( )( )2 2 2 0( ) ( , ) ( ),u x R f C R xλ εε λ λ ϕ= −  

( )( )3 3 3 0( ) ( , ) ( ),u x R f C R xλ εε λ λ ϕ= −          (8) 
где 

1 12 2( ) ( ) ( ) ( ) ,C a u y y dyεε ε ϕ= ∫  

2 23 3( ) ( ) ( ) ( ) ,C a u y y dyεε ε ϕ= ∫  

3 31 1( ) ( ) ( ) ( ) .C a u y y dyεε ε ϕ= ∫     (9) 
 

Подставим (8) в (9), получаем систему уравнений 
 

( )( )(1 12 0 2 2 0( , ) ( ) ( ( ) )( ) ( , ) ( ) ( ) ,С a R f y C R y y dyε εε λ ε λ ε λ λ ϕ ϕ= −∫  

( )( )(2 23 0 3 3 0( , ) ( ) ( ( ) )( ) ( , ) ( ) ( ) ,С a R f y C R y y dyε εε λ ε λ ε λ λ ϕ ϕ= −∫  

( )( )(3 31 0 1 1 0( , ) ( ) ( ( ) )( ) ( , ) ( ) ( ) .С a R f y C R y y dyε εε λ ε λ ε λ λ ϕ ϕ= −∫  
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После преобразований получаем 
 

( )( )1 12 0 2 12 2 0( , ) ( ) ( ( ) )( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,С a R f y y dy a C R y y dyε ε εε λ ε λ ϕ ε ε λ λ ϕ ϕ= −∫ ∫  

( )( )2 23 0 3 23 3 0( , ) ( ) ( ( ) )( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,С a R f y y dy a C R y y dyε ε εε λ ε λ ϕ ε ε λ λ ϕ ϕ= −∫ ∫  

( )( )3 31 0 1 31 1 0( , ) ( ) ( ( ) )( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) .С a R f y y dy a C R y y dyε ε εε λ ε λ ϕ ε ε λ λ ϕ ϕ= −∫ ∫  
 

Введем обозначения 
 

( )0( , ) ( ) ( ) ( ) ,b R y y dyε εε λ λ ϕ ϕ= ∫  

( )1 0 1( ) ( ) ( ) ,f R f y y dyελ ϕ= ∫   

( )2 0 2( ) ( ) ( ) ,f R f y y dyελ ϕ= ∫   

( )3 0 3( ) ( ) ( ) .f R f y y dyελ ϕ= ∫  
 

Тогда рассматриваемая система примет вид 
 



1 12 2 12 2( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ,С a b C a fε λ ε ε λ ε λ ε+ =  


2 23 3 23 3( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ,С a b C a fε λ ε ε λ ε λ ε+ =  


3 31 1 31 1( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) .С a b C a fε λ ε ε λ ε λ ε+ =  
 

Система имеет вид 
 

12 1

23 2

31 3

0 ( ) 0 ( , ) 0 0 ( , )
0 0 ( ) 0 ( , ) 0 ( , )
( ) 0 0 0 0 ( , ) ( , )

a b C
I a b C

a b C

ε ε λ ε λ
ε ε λ ε λ

ε ε λ ε λ

      
      + =      
            

 

112

23 2

31 3

0 ( ) 0
0 0 ( ) ,
( ) 0 0

fa
a f

a f

ε
ε

ε

  
  =   
      







 

 

т. е. можем записать систему в матричном виде 
 

( )( ) ( , ) ( , ) ( ) ,I A B C A Fε ε λ ε λ ε+ =  
где  

12

23

31

0 ( ) 0
( ) 0 0 ( ) ,

( ) 0 0

a
A a

a

ε
ε ε

ε

 
 =  
  

 

( , ) 0 0
( , ) 0 ( , ) 0 ,

0 0 ( , )

b
B b

b

ε λ
ε λ ε λ

ε λ

 
 =  
  

 

1

2

3

( , )
( , ) ( , ) ,

( , )

C
C C

C

ε λ
ε λ ε λ

ε λ

 
 =  
  

 
1

2

3

.

f

F f

f

 
 

=  
 
  






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Тогда 

[ ]( )1( ) ( , ) ( , ) .A B C Fε ε λ ε λ− + =  
 

Поэтому если  

[ ] 1det ( ) ( , ) 0,A Bε ε λ− + ≠  
 

то решение записывается в виде 
 

[ ]( ) 11( , ) ( ) ( , ) .C A B Fε λ ε ε λ
−−= +  

 

Точки ,λ  при которых определитель равен 0, являются спектральными значени-
ями этого оператора. 

Найдем определитель [ ] 1det ( ) ( , ) 0A Bε ε λ− + ≠  и матрицу ( , )S ε λ  в явном виде. 
 

[ ]
31

1

12

23

1( , ) 0
( )

1( ) ( , ) ( , ) 0 .
( )

10 ( , )
( )

b
a

A B b
a

b
a

ε λ
ε

ε ε λ ε λ
ε

ε λ
ε

−

 
 
 
 

+ =  
 
 
 
 

 

[ ] 1 3

12 23 31

1det ( ) ( , ) ( , ) .A B b
a a a

ε ε λ ε λ− + = +  

[ ]

2

23 31 31

11 2

3 12 12 31

12 23 31 2

12 23 23

1 ( , )( , )
( ) ( ) ( )

1 ( , ) 1( , ) ( ) ( , ) ( , ) .1 ( ) ( ) ( )( , )
1 ( , ) ( , )

( ) ( ) ( )

bb
a a a

bS A B b
a a ab

a a a b b
a a a

ε λε λ
ε ε ε

ε λε λ ε ε λ ε λ
ε ε εε λ

ε λ ε λ
ε ε ε

−−

 
− 

 
  = + = −    +
 

− 
 

 

 

Окончательное решение вспомогательной системы есть 
 

2

23 31 31
11

2
2 2

3 12 12 31
3 312 23 31 2

12 23 23

1 ( , )( , )
( ) ( ) ( )( , )

1 ( , ) 1( , ) ( , ) .1 ( ) ( ) ( )( , )( , )
1 ( , ) ( , )

( ) ( ) ( )

bb
a a a fC

bC b f
a a abC fa a a b b

a a a

ε λε λ
ε ε ε

ε λ
ε λε λ ε λ
ε ε εε λε λ

ε λ ε λ
ε ε ε

 
− 

   
    = −    
  +       

− 
 







 

 

Следовательно, решение системы (7) представится в виде 
 

( )( )
11 0 1

2 0 2 2 0

3 0 3 3

( ) ( )
( ) ( ) ( , ) ( ),
( ) ( )

fu R f
u R f S f R x
u R f f

ε

ε λ
ε λ ε λ λ ϕ
ε λ

    
    = −     
          







   (10) 
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где  
2

23 31 31

2

3 12 12 31

12 23 31 2

12 23 23

1 ( , )( , )
( ) ( ) ( )

1 ( , ) 1( , ) ( , ) .1 ( ) ( ) ( )( , )
1 ( , ) ( , )

( ) ( ) ( )

bb
a a a

bS b
a a ab

a a a b b
a a a

ε λε λ
ε ε ε

ε λε λ ε λ
ε ε εε λ

ε λ ε λ
ε ε ε

 
− 

 
 

= − 
 +
 

− 
 

 

 

Выражение вида (10) эквивалентно (6). 
Таким образом, резольвента определена, если 
 

[ ] 1 3

12 23 31

1det ( ) ( , ) ( , ) 0,A B b
a a a

ε ε λ ε λ− + = + ≠  
 

а те точки λ , при которых [ ] 1det ( ) ( , ) 0A Bε ε λ− + = , являются спектральными значени-

ями этого оператора. Теорема доказана. 
 

Заключение 
В данной работе было исследовано семейство систем уравнений с дельта-образ-

ными коэффициентами, а именно – построена аппроксимация рассматриваемого опера-
тора с помощью операторов конечного ранга и найден явный вид резольвенты соответ-
ствующего аппроксимирующего семейства. Эти результаты являются важным шагом 
в понимании спектральных свойств таких систем и позволяют более глубоко анализиро-
вать их поведение в предельных случаях. Рассмотрен случай, когда матрица коэффици-
ентов имеет циклический характер, что задает последовательную связь между тремя 
компонентами системы. 

Построение аппроксимаций с помощью операторов конечного ранга обеспечи-
вает возможность точно моделировать сложные дельта-образные взаимодействия, что 
в условиях классической теории функций остается затруднительным или невозможным. 
Полученные формы аппроксимаций дают ясное представление о структуре решений, 
позволяют исследовать предельное поведение и выявлять феномен резонанса, возника-
ющие в процессе изменения параметров систем. 

Определение резольвенты для аппроксимирующего семейства является важным 
результатом, т. к. оно дает возможность не только аналитически исследовать спектраль-
ные характеристики построенных операторов, но и применять полученные результаты 
для анализа устойчивости решений и динамики соответствующих систем.  

Практическое значение работы состоит в возможности применения построенной 
модели в различных областях математики и математической физики, где возникают 
уравнения с дельта-образными коэффициентами, например, в теории квантовых графов, 
при описании распространения волн в связанных средах, передачи энергии между тремя 
взаимодействующими каналами. Циклическая структура матрицы позволяет моделиро-
вать направленный перенос состояния от одной компоненты к другой. 

В дальнейшем на основе полученной резольвенты предполагается выделить слу-
чаи возникновения резонанса и исследовать условия, при которых параметры системы 
приводят к усилению взаимодействия между компонентами. Анализ резольвенты позво-
ляет выявить возможные резонансные ситуации и определить существенные различия 
между предельными и исходными операторами. 
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Таким образом, результаты данного исследования вносят значительный вклад 
в развитие теории операторов с дельта-образными коэффициентами и предлагают новые 
методы анализа подобных систем, что в дальнейшем может способствовать решению ак-
туальных задач в математической физике и прикладных науках. 
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Да ведама аўтараў 
 

Рэдкалегія часопіса разглядае рукапісы толькі тых артыкулаў, якія адпавядаюць навуковаму профілю выдання, 
нідзе не апублікаваныя і не перададзеныя ў іншыя рэдакцыі. 

Матэрыялы прадстаўляюцца на беларускай, рускай ці англійскай мове ў адным экзэмпляры аб’ёмам 
да 0,5 друкаванага аркуша (да 20 000 знакаў (без уліку метададзеных)), у электронным варыянце – у фармаце 
Місrоsoft Word for Windows (*.dос, *.dосх ці *.rtf) і павінны быць аформлены ў адпаведнасці з наступнымі 
патрабаваннямі: 

➢ папера фармату А4 (21×29,7 см); 
➢ палі: зверху – 2,8 см, справа, знізу, злева – 2,5 см; 
➢ шрыфт – гарнітура Тіmеs New Roman; 
➢ кегль – 12 рt.; 
➢ міжрадковы інтэрвал – адзінарны; 
➢ двукоссе парнае «...»; 
➢ абзац: водступ першага радка 1,25 см; 
➢ выраўноўванне тэксту па шырыні. 
Максімальныя лінейныя памеры табліц і малюнкаў не павінны перавышаць 15×23 або 23×15 см. Усе графічныя 
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адпавядаць Міжнароднай сістэме адзінак вымярэння (СВ). Пажадана пазбягаць скарачэнняў слоў, акрамя 
агульнапрынятых. Спіс літаратуры павінен быць аформлены паводле Узораў афармлення бібліяграфічнага апісання 
ў спісе крыніц, якія прыводзяцца ў дысертацыі і аўтарэфераце, зацверджаных загадам Вышэйшай атэстацыйнай 
камісіі Рэспублікі Беларусь ад 25.06.2014 № 159 (у рэдакцыі загада ад 13.10.2025 № 206). Спасылкі на крыніцы 
ў артыкуле нумаруюцца адпаведна парадку цытавання. Парадкавыя нумары спасылак падаюцца ў квадратных 
дужках ([1–4], [1; 3], [1, с. 32], [2, с. 52–54], [3, л. 5], [4, л. 6 об.]). Не дапускаецца выкарыстанне канцавых зносак. 

Матэрыял уключае наступныя элементы па парадку: 
➢ індэкс УДК; 
➢ імя, імя па бацьку, прозвішча аўтара/аўтараў (аўтараў не болей за 5) на мове артыкула; 
➢ звесткі пра аўтара/аўтараў (навуковая ступень, званне, пасада, месца працы/вучобы) на мове артыкула; 
➢ імя, імя па бацьку, прозвішча аўтара/аўтараў на англійскай мове; 
➢ звесткі пра аўтара/аўтараў на англійскай мове; 
➢ е-mail аўтара/аўтараў; 
➢ назва артыкула на мове артыкула; 
➢ анатацыя ў аб’ёме 100–150 слоў і ключавыя словы на мове артыкула (курсіў, кегль – 10 рt.); 
➢ назва артыкула на англійскай мове; 
➢ анатацыя і ключавыя словы на англійскай мове. 
Звесткі аб навуковым кіраўніку (для аспірантаў і саіскальнікаў) указваюцца на першай старонцы ўнізе. 
Асноўны тэкст структуруецца ў адпаведнасці з патрабаваннямі Вышэйшай атэстацыйнай камісіі Рэспублікі 

Беларусь да навуковых артыкулаў, якія друкуюцца ў выданнях, уключаных у Пералік навуковых выданняў 
Рэспублікі Беларусь для апублікавання вынікаў дысертацыйных даследаванняў: 

➢ Уводзіны (пастаноўка мэты і задач даследавання). 
➢ Асноўная частка (матэрыялы і метады даследавання; вынікі і іх абмеркаванне). 
➢ Заключэнне (фармулююцца асноўныя вынікі даследавання, указваецца іх навізна, магчымасці выкарыстання). 
➢ Спіс выкарыстанай літаратуры; спіс літаратуры павінен уключаць не больш за 20–22 крыніцы і абавязкова 

ўтрымліваць публікацыі, у тым ліку замежныя, па тэме даследавання за апошнія 10 гадоў. 
➢ References – спіс выкарыстанай літаратуры, які прадубліраваны лацінскім алфавітам (колькасць крыніц, 

прыведзеных у спісе і ў References, павінна супадаць). 
Да рукапісу артыкула абавязкова дадаюцца: 
➢ выпіска з пратакола пасяджэння кафедры, навуковай лабараторыі ці ўстановы адукацыі, дзе працуе 

(вучыцца) аўтар, завераная пячаткаю, з рэкамендацыяй артыкула да друку; 
➢ рэцэнзія знешняга ў адносінах да аўтара профільнага спецыяліста з вучонай ступенню, завераная пячаткаю; 
➢ экспертнае заключэнне (для аспірантаў і дактарантаў); 
➢ вынікі праверкі тэксту на прадмет арыгінальнасці пры дапамозе інструмента «Антыплагіят». 
Усе артыкулы абавязкова праходзяць «сляпое» рэцэнзаванне. Рукапісы, аформленыя не ў адпаведнасці з выкла-

дзенымі правіламі, рэдкалегія не разглядае і не вяртае. Аўтары нясуць адказнасць за змест прадстаўленага матэрыялу. 
Рукапіс артыкула і дакументы дасылаць на адрас: 224016, г. Брэст, бульвар Касманаўтаў, 21, рэдакцыя часопіса 

«Веснік Брэсцкага ўніверсітэта», электронны варыянт артыкула накіроўваць на е-mail: vesnik@brsu.by. 
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