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АПРИОРНЫЙ ВЫБОР ПАРАМЕТРА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ  

В ЯВНОЙ СХЕМЕ ИТЕРАЦИЙ РЕШЕНИЯ НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧ  

С ЛИНЕЙНЫМ НЕПРЕРЫВНЫМ ОПЕРАТОРОМ 

 
Для решения операторных уравнений первого рода с линейным непрерывным оператором в ба-

наховом пространстве предлагается явная итерационная схема. Исследована сходимость итерацион-

ного метода в случае априорного выбора числа итераций при точной и приближенной правых частях 

уравнения, получены оценка погрешности и априорный момент останова. Полученные результаты мо-

гут быть использованы в теоретических исследованиях при решении линейных операторных уравнений, 

а также при решении прикладных некорректных задач. 

Ключевые слова: некорректное уравнение первого рода, явная итерационная схема, банахово 

пространство, линейный непрерывный оператор, априорный момент останова. 

 

A priori Choice of the Regularization Parameter in the Explicit Iteration Scheme 

for Solving Ill-Posed Problems with a Linear Continuous Operator 

 
An explicit iterative scheme is proposed to solve operator equations of the first kind with a linear con-

tinuous operator in a Banach space. The convergence of the iterative method is investigated in the case of a pri-

ori choice of the number of iterations with the exact and approximate right sides of the equation, an error esti-

mate and an a priori stopping moment are obtained. The results obtained can be used in theoretical studies of 

the solution of linear operator equations, and solving ill-posed problems applied. 

Key words: ill-posed equation of the first kind, explicit iteration scheme, Banach space, linear continu-

ous operator, a priori stopping moment. 

 

Введение 

Встречается большой класс задач, где решения неустойчивы к малым изменени-

ям исходных данных, т. е. сколь угодно малые изменения исходных данных могут при-

водить к большим изменениям решений. Задачи подобного типа принадлежат к классу 

некорректных задач.  

Значительная часть задач, встречающихся в прикладной математике, физике, 

технике и управлении, может быть представлена в виде операторного уравнения перво-

го рода 

YyXxyAx  ,,                                                       (1) 
 

с заданным оператором YXA :  и элементом y , X и Y – метрические пространства, 

а в особо оговариваемых случаях – банаховы или даже гильбертовы. Ж. Адамаром  

(J. Hadamard) [1] было введено следующее понятие корректности: 

Определение. Задачу отыскания решения Xx  уравнения (1) называют кор-

ректной (или корректно поставленной, или корректной по Адамару), если при любой 

фиксированной правой части Yyy  0  уравнения (1) его решение:  

а) существует в пространстве X ; 

б) определено в пространстве X однозначно; 
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в) устойчиво в пространстве X , т. е. непрерывно зависит от правой части 

Yy . В случае нарушения любого из этих условий задачу называют некорректной (не-

корректно поставленной); более конкретно при нарушении условия в) ее принято 

называть неустойчивой.  

Из определения видно, что корректность по Адамару эквивалентна однозначной 

определенности и непрерывности обратного оператора 1A  на всем пространстве Y .  

На протяжении многих лет в математике считалось, что только корректные за-

дачи имеют право на существование, что только они правильно отражают реальный 

мир. 

О некорректных задачах сложилось мнение, что они не имеют физической ре-

альности, поэтому их решение бессмысленно. В результате долгое время некорректные 

задачи не изучались. 

Однако на практике все чаще и настойчивее стала возникать необходимость ре-

шать некорректные задачи. 

К таким задачам относятся задача Коши для уравнения Лапласа, задача решения 

интегрального уравнения первого рода, задача дифференцирования функции, заданной 

приближенно, численное суммирование рядов Фурье, когда коэффициенты известны 

приближенно в метрике 2l , обратная задача гравиметрии, обратная задача теории по-

тенциала, задача спектроскопии и т. д.  

Рассмотрим хорошо известные примеры некорректно поставленных задач. 

Пример 1. Задача дифференцирования функции )(tu , известной приближенно. 

Пусть )(1 tz  есть производная функции )(1 tu . Функция tNtutu  sin)()( 12 .  

В метрике С отличается от )(1 tu  на величину Nuuc  ),( 21  при любых значениях  . 

Однако производная )(')( 22 tutz   отличается от )(1 tz  в метрике С на величину N , 

которая может быть произвольно большой при достаточно больших значениях  . 

Заметим, что задача нахождения производной n-го порядка от функции )(tu  

сводится к решению интегрального уравнения первого рода:  



1

0

1 )()()(
)!1(

1
tudzt

n

n . 

Таким образом, эта задача не обладает свойством устойчивости, что приводит к боль-

шим затруднениям при приближенном вычислении производных. 

Пример 2. Численное суммирование рядов Фурье, когда коэффициенты из-

вестны приближенно в метрике .2l  

Пусть .cos)(
0

1 





n
n tatf  

Если вместо na  брать коэффициенты nac nn /  

для 1n  и ,00 ac   получим ряд .cos)(
0

2 





n
n ntctf  

Коэффициенты этих рядов отличаются (в метрике 2l ) на величину 

  ,
6

1 22/1
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n
ac  

которую выбором числа   можно сделать 

сколь угодно малой. Вместе с этим разность 





1
12 cos

1
)()(

n
nt

n
tftf  может быть 

сколь угодно большой (при 0t  последний ряд расходится). 

Таким образом, если уклонение суммы ряда брать в метрике С, суммирование 

ряда Фурье не является устойчивым. 
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Пример 3. Задача Коши для уравнения Лапласа в двумерном случае.  

Она состоит в нахождении решения уравнения 0),(  yxu  по начальным дан-

ным, т. е. в нахождении решения, удовлетворяющего условиям 
 

,),(),()0,(
0









xx
x

u
xfxu

y

 

 

где )(xf  и )(x  – заданные функции. 

Если взять ,sin
1

)(,0)( 11 ax
a

xxf   то решением задачи Коши будет функция 

.0,shsin
1

),(
21  aayax

a
yxu  (Здесь 

2

)()(
sh

zz ayay
ay


  – гиперболический си-

нус). Если же взять ,0)()( 22  xxf  то решением такой задачи Коши будет функция 

.0),(2 yxu  Если уклонения начальных данных и решений оценивать в метрике С, 

то имеем ,0)()(sup),( 2121  xfxfff
x

C  .
1

)()(sup),( 2121
a

xx
x

C   По-

следняя величина при достаточно больших значениях а может быть сделана сколь 

угодно малой. Однако уклонения решений 
 

ay
a

ayax
a

yxuyxuuu
xx

C sh
1

shsin
1

sup),(),(sup),(
222121   

 

при любом фиксированном 0y  может быть произвольно большим при достаточно 

больших значениях a (т. к. при  aya sh  быстрее, чем 0
1

2


a

). Таким обра-

зом, задача неустойчива и, следовательно, некорректна. 

Пример 4. Задача аналитического продолжения функции, известной на части 

области, на всю область. 

Пусть D – конечная область, Е – дуга кривой, принадлежащая области D. Тогда 

задача аналитического продолжения функции, заданной на дуге кривой Е, на всю об-

ласть D является неустойчивой. 

В самом деле, пусть 0z  – точка на границе области D, расстояние которой до Е 

равно 0d  и )(1 zf  – аналитическая в D функция. Функция ,)()(
0

12
zz

zfzf



  где   

– заданное положительное число, также аналитична в D. На множестве Е эти функции 

отличаются одна от другой на величину ),/( 0zz   модуль которой не превосходит 

,/ d  т. е. dzfzf /)()( 12   на множестве Е. Величина d/  может быть сделана про-

извольно малой путем выбора соответствующего значения числа .  Однако в области 

разность функций )/()()( 012 zzzfzf   не ограничена по модулю. 

Пример 5. Обратная задача гравиметрии.  

Пусть имеется тело, плотность которого отлична от плотности окружающей сре-

ды. Определить форму тела по аномалии напряжения силы тяжести, создаваемой им на 

поверхности земли. 

Предложим, что среда, находящаяся под поверхностью земли ( 0z ), состоит 

из масс с известными плотностями 1  и 2 , разделенных границей )(xz  (рисунок). 
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Пусть Hxz )(~  всюду, кроме отрезка ,bxa   на котором ).()(~ xzHxz   

Такая конфигурация масс создает на поверхности земли аномалию напряжения 

силы тяжести 

 

 

      

    

                

  

 

 

 

 

 
 

Рисунок 
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Аномалия напряжения силы тяжести на поверхности земли может быть измере-

на. Таким образом, задача определения функции )(xz  сводится к решению нелинейного 

интегрального уравнения первого рода 
 

   
),(

)(
ln

22

22

xud
zHx

Hx
Az

b

a





   где .

2
)( gxu 




  

Здесь А – нелинейный интегральный оператор. Нетрудно показать неустойчивость ре-

шения этого уравнения к малым изменениям правой части ).(xu  

Пример 6. Рассмотрим задачу об изучении спектрального состава светового 

излучения (задача спектроскопии).  

Пусть наблюдаемое излучение неоднородно и распределение плотности энергии 

по спектру характеризуется функцией )(sz , где s – частота (или энергия). 

Пропуская это излучение через измерительную аппаратуру, мы получаем экспе-

риментальный спектр ).(xu  

Здесь x может быть частотой, а может выражаться также в терминах напряжений 

и силы тока измерительной аппаратуры. 
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Если измерительная аппаратура линейна, то функциональная связь между )(sz  

и )(xu  дается формулой  

),()(),( xudsszsxKAz
b

a

   

 

где ),( sxK  – аппаратная функция, предполагаемая известной. Она представляет экспе-

риментальный спектр (как функция x), если на прибор падает монохроматическое из-

лучение частоты единичной интенсивности (это и есть  функция )( xs  ). Здесь a и 

b – границы спектра. 

Особое место среди методов решения некорректных задач занимают итерацион-

ные методы, поскольку они легко реализуются на ПЭВМ. Различные итерационные 

схемы решения некорректно поставленных задач были предложены в работах [2–13]. 

В настоящей статье в банаховом пространстве исследуется явный метод итера-

ций Ландвебера [2]   0, ,0,,,1   xAxyxx nnn  решения операторных урав-

нений первого рода с линейным непрерывным оператором.   

Метод итерации [2] для решения некорректных задач подробно изучен в гиль-

бертовом пространстве. Этому методу посвящены работы А. С. Апарцина, В. К. Ивано-

ва, А. С. Крянева, М. М. Лаврентьева, В. А. Морозова, М. А. Красносельского и И. В. 

Емелина, А. Б. Бакушинского, В. Н. Страхова, О. А. Лисковца, С. М. Оганесяна, В. Ч. 

Старостенко, Г. В. Хромовой и др. Различные схемы итерационных методов решения 

некорректных задач в гильбертовых пространствах изучаются в монографиях М. 

М. Лаврентьева [3], Г. М. Вайникко и А. Ю. Веретенникова [4], А. А. Самарского и П. 

Н. Вабищевича [5], В. Ф. Савчука и О. В. Матысика [6–7; 9]. 

Однако практически отсутствуют работы, в которых исследуется сходимость 

метода итераций решения некорректных задач в банаховом пространстве. В настоящей 

статье изучен априорный выбор числа итераций для этого метода в банаховом про-

странстве: доказана сходимость метода, получены априорная оценка погрешности и 

априорный момент останова. 

Рассмотренный в статье итерационный метод найдет практическое применение 

в прикладной математике: он может быть использован для решения задач, встречаю-

щихся в теории оптимального управления, математической экономике, геофизике, тео-

рии потенциала, синтезе антенн, акустике, диагностике плазмы, в наземной или воз-

душной геологоразведке, при решении обратной кинематической задачи сейсмики, 

космических исследованиях (спектроскопии) и медицине (компьютерной томографии). 

Основная часть 

1. Постановка задачи. 

В банаховом пространстве E исследуется операторное уравнение первого рода 
 

,yAx                                                                        (1) 
 

где A – линейный непрерывный оператор, действующий в пространстве E. Нуль при-

надлежит спектру оператора A, но не является его собственным значением, следова-

тельно, задача (1) некорректна и имеет единственное решение. Приведем уравнение (1) 

к виду, удобному для итераций. Для этого уравнение 0 yAx  умножим на параметр 

)(   и к обеим частям уравнения добавим x, получим xyAxx  )( ; 

yxAIx  )( , где I – единичный оператор. Обозначим AIB  , yf  . Тогда 

уравнение (1) запишется в виде 

 fBxx  .                                                       (2) 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 2 / 2023 96 

Для отыскания решения уравнения (1) используем итерационный процесс 
 

 fBxx nn 1 , ...),2,1,0( n .                                        (3) 
 

Однако на практике часто точная правая часть уравнения (1) неизвестна, а вместо нее 

известно  – приближение   ||||: fff . Тогда метод (3) примет вид 
 

   fBxx nn ,,1 , ...),2,1,0( n . (4) 
 

2. Сходимость метода при точной правой части уравнения. 

Изложение материала раздела 2 аналогично [14; 15]. 

Изучим уравнение 

 Bxx  . (5) 
 

Рассмотрим последовательность 
 

 1 nn Bxx . (6) 
 

Справедлива 

Теорема 1. Пусть оператор B преобразует в себя замкнутое множество 

EM   и является оператором сжатия |||||||| yxqByBx  , )10,,(  qMyx . То-

гда итерационный процесс (6) при любом начальном приближении Mx 0  сходится к 

единственному решению *x  уравнения (5). 

Верно неравенство 
 

 ||||
1

|||| 00
* Bxx

q

q
xx

n

n 


 , ...),2,1( n . (7) 

 

Теорема 1 и неравенство (7) вытекают из принципа сжимающих отображений 

[16, с. 75]. Уравнение (5) имеет, очевидно, решение *x = 0. 

Оценка (7) не может быть улучшена в общем случае, однако при дополнитель-

ных предположениях можно гарантировать более быструю сходимость. 

Вернемся к уравнению (2). Если 1|||| B , то из теоремы 1 следует, что последо-

вательные приближения (3) сходятся. Докажем более точное утверждение. 

Теорема 2. Пусть спектральный радиус )(B  оператора B удовлетворяет не-

равенству 1)(  B . Тогда последовательные приближения (3) сходятся к решению *x  

уравнения (2) и для каждого  , )(10 B , справедлива оценка 
 

  ||||)()(|||| 00
* fBxxBcxx

n
n  . 

 

Доказательство. Введем в банаховом пространстве E такую эквивалентную 

норму *||||  , при которой норма линейного оператора B сколь угодно близка к его спек-

тральному радиусу, т. е. 

 ||||)(||||||||)( * xMxxm  , )( Ex ,                                  (8) 

  ** ||||)(|||| xBBx  , )( Ex .       (9) 
 

Покажем, как построить такую эквивалентную норму (8), (9). 

Известно, что спектральный радиус n n

n
BB ||||lim)(


  и ||||)( BB  . Опреде-

лим такое n, что  )(|||| BBn n , где 0  – заданное число. 
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Положим 
 

    ||||...||||)(||||)(|||| 121
* xBBxBxBx nnn 

 . 
 

Очевидно, 
 

       ||||||||...||||)()(||||||||)( 121
*

1
xBBBBxxB nnnn 

 , 
 

т. е. нормы ||||   и *||||   эквивалентны. 


)(||||sup|||| *
1||||

*

*

BBxB
x

 [14, с. 16]. Так как 

в любой норме *||||)( BB  , то  )(||||)( * BBB . Таким образом, норму *||||   из 

(8), (9) можно построить. 

Из (9) вытекает, что уравнение (2) можно рассматривать как уравнение (5) со 

сжимающим  оператором. Поэтому приближения (3) сходятся к x . Из (9) и (7) вытека-

ет оценка  


 



 fBxx

B

B
xx

n

n 00
)(1

)( . Из этой оценки и из (8) следует 

 

  fBxxBcxx
n

n  
00)()( , 

 

где 
 


)(1)(

1
)(

Bm
c . Теорема 2 доказана. 

3. Сходимость метода при приближенной правой части уравнения. 

Покажем, что итерационный метод (4) можно сделать сходящимся, если разум-

ным образом согласовывать число итераций n с уровнем погрешности  . 

Ниже, под сходимостью метода (4) понимается утверждение о том, что прибли-

жения (4) сколь угодно близко подходят к точному решению операторного уравнения 

(1) при подходящем выборе n и достаточно малых  . Иными словами, метод (4) схо-

дится, если 0inflim ,
*

0








  


n
n

xx . 

Рассмотрим 
  ,

*
,

*
nnnn xxxxxx . 

В разделе 3 показано, что  nxx n ,0* . Докажем, что 0,  nn xx . 

Из (2) при fx 0  получаем fBffBffBfBxfBfx  2
21 )(, . 

Предположим, что при kn   fBffBfBx kk
k   1  и, используя (2), 

найдем  
 ffBffBfBBfBxx kk

kk )( 1
1  fBffBfB kk  1 . 

Итак, по индукции доказано, что fBffBfBx nn
n   1 . 

Аналогично имеем, что 


  fBffBfBx nn
n 1
, . Отсюда 

 

)()()()( 1
, 


  ffffBffBffBxx nn

nn  .        (10) 

 

Пусть 1)(  B  и для   выполняется )(10 B , тогда 1)( 


BB   

и 








 )()()( 1

, ffBffBffBxx nn
nn   

 
 )1)(()1( nMffnff , 
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т. к.  ff . Следовательно,   )1)((, ndxx nn
, где 

)(

)(
)(






m

M
d . 

 

     )1)(()()( 00,
* ndfBxxBcxx

n
n

.              (11) 

 

Из оценки (11) следует, что если выбирать n зависящим от   так, чтобы 0n

при ,0, n  то метод итерации (4) сходится. 

Итак, доказана 

Теорема 3. Пусть выполняются условия 1)(  B  и для каждого   )(10 B . 

Тогда последовательные приближения (4) сходятся к решению x  уравнения (2), если 

число итераций n выбирать в зависимости от   так, чтобы 0n при .0, n  

Оценку погрешности (11) можно уточнить, если воспользоваться неравенством 

(9), по которому  
  ffBffB )()( . Из (10) 

 










 ffffBffBffBxx nn

nn )()()( 1
,   

       



ffBBB

nn
1)()()(

1   

   
   ,)(1)()(

)(1

)(1

)(1

)(1 1
11


















n

nn

BkM
B

B
ff

B

B  

 

где 





)(1

)(
)(

B

M
k . 

Поэтому   



1

, )(1)(
n

nn Blxx , и, следовательно, 

 

     



1

00,
* )(1)()()(

nn
n BlfBxxBcxx , (12) 

 

где 
)(

)(
)(






m

k
l . 

Таким образом, доказана 

Теорема 4. Пусть спектральный радиус )(B  оператора B удовлетворяет 

условию 1)(  B . Тогда при любом  , )(10 B  для итерационного процесса (4) 

справедлива оценка погрешности (12). 

Оптимизируем по n оценку погрешности (11). Для ее минимизации производную 

по n от правой части неравенства (11) приравняем нулю. Получим 
 

    ;0)()(ln)()( 00  dBfBxxBc
n  

  
 




)(ln)(

)(
)(

00 BfBxxc

d
B

n .                          (13) 

 

Так как по условию теоремы 4 )(10 B , то 1)(  B  и, следовательно, 

  0)(ln  B , значит, правая часть равенства (13) положительна. Из (13) получаем 

априорный момент останова итераций nопт =
   




)(ln)(

)(

00
)(log

BfBxxc

d
B

. 
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Подставим nопт в (11), тогда оптимальная оценка погрешности для приближений 

(4) примет вид 

 ,
*

nxx опт  

 
 








)(ln00)(

)(
log )(

)()( 00

BfBxxc

d

B
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

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

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
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)(ln)(
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)(log

BfBxxc

d
d

B
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
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


)(ln
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B

d
   
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)(ln)(

)(
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00
)(log 






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




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BfBxxc

d
d

B
 

 

Заключение 

В настоящей статье изучены некоторые свойства предложенной явной схемы 

итераций решения некорректных задач с линейным непрерывным оператором: доказана 

сходимость приближений с априорным выбором параметра регуляризации в банаховом 

пространстве, получены оценка погрешности и априорный момент останова. 
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