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АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ И ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ 

МНОГОЧЛЕНЫ ДЛЯ ФУНКЦИЙ МАТРИЧНОГО АРГУМЕНТА 

 
Интерполирование функций матричного аргумента широко применяется в нелинейной динами-

ке, квантовой физике. В теории интерполяции функций матричных переменных наиболее полно рас-

смотрена задача алгебраического интерполирования. Построены интерполяционные алгебраические 

матричные многочлены разных структур: лагранжева, ньютонова, эрмитова, Эрмита – Биркгофа и 

других типов. 

Ключевые слова: интерполирование, многочлен, матрица. 

 

Algebraic and Trigonometric Interpolation Polynomials for Matrix Argument Functions 

 
Interpolation of matrix argument functions is widely used in nonlinear dynamics and quantum physics. 

In the theory of interpolation of functions of matrix variables, the problem of algebraic interpolation is most 

fully considered. Interpolation algebraic matrix polynomials of different structures are constructed: Lagrangian, 

Newtonian, Hermitian, Hermite – Birkhoff, and other types. 

Key words: interpolation, polynomial, matrix. 

 

Введение 

В теории интерполирования функций скалярных аргументов построены интерпо-

ляционные многочлены относительно произвольных чебышевских систем функций 

и их частных случаев: тригонометрических, экспоненциальных, дробно-рациональных 

и других классов систем. 

Такого вида интерполяционные формулы, так же как и формулы алгебраического 

типа, находят применение в ряде областей математики и ее приложениях. 

При решении многих практических задач обычно используются интерполяцион-

ные формулы невысоких порядков. Это относится как к случаю интерполяции скаляр-

ных функций, так и к задаче операторного интерполирования и вызвано в значительной 

степени тем, что при увеличении порядка интерполяционных формул значительно 

усложняется их общий вид, что приводит, соответственно, к более сложной структуре 

получаемых на их основе алгоритмов. 

Наряду с построением интерполяционных формул операторного интерполиро-

вания невысоких порядков является актуальным исследование данной задачи и для 

случая формул высших порядков. 
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1. Алгебраическое интерполирование 

Рассмотрим пространство   , - квадратных матриц  ( )  [   ( )], для кото-

рых производная  )()(
)()( tatA

m
ij

m  порядка   непрерывна на отрезке [a, b], и мат-

ричный многочлен первой степени вида 
 

   ( )    ∑  (  )   
 
   ∑ ∫  ( )( )  (   )    

 
      (1) 

 

где              – фиксированные точки отрезка   ,   -  ,    ( )       ( )(  

   )    (   )(     ) – заданные матрицы той же размерности, что и матрица  ( )  
Пусть  ( ) – заданная на   , - функция матричного аргумента A. Имеет место 

следующая 

Теорема 1. Для формулы 
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где      ( )       ( ) – узлы интерполирования, 
 

    ( )    ( )    (  )    (  )      (3) 

   ( )   ( )    ( )   (  )    (  )        (4) 
 

выполняются условия 

   (  )   (  )(     )          (5) 
 

и она точна для матричных многочленов вида (1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что матричный многочлен (2) удовлетворяет ин-

терполяционным условиям (5). Равенство   (  )   (  ) имеет место, т. к. второе 

и третье слагаемые в правой части (2) обращаются в нуль. Так как   ( ) при      

принимает вид 
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то, учитывая, что   ,      -  
 

  
 ,    -  получим 
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Докажем инвариантность формулы (2) относительно многочленов вида (1). Про-

ведем доказательство для каждой из трех групп слагаемых в (1). 

Очевидно, что   ( )   ( ) для  ( )     
Пусть  ( )  ∑  (  )  

 
     

Так как  (   )   (  )  ,  (  )    (  )-∑   
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     , 
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то после несложных вычислений получим 
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Подставляя полученные выражения в формулу (2), после некоторых преобразо-

ваний будем иметь   ( )  ∑ ∫  ( )( )  (   )   
 
     ( )  

В силу линейного вхождения в формулу (2) функции  ( ), данная формула точ-

на также для многочленов вида (1). Теорема 1 доказана. 

В частности, если узлы интерполирования    имеют вид            
где    ( ) – фиксированная матрица,      ( )(     ) – заданные числовые функ-

ции, причем   (  )    (  )(     )    – единичная матрица, то формула (2) примет вид 
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Построим аналогичную формулу второго порядка. Рассмотрим матричные мно-

гочлены первой и второй степени вида 
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tСС jjjj             ( )           ( )(       ) (                 ) – задан-

ные фиксированные матрицы,   (       )    (       )      (   ) (       )  (     ) 

– также заданные матрицы той же размерности, что и  ( ), а   (           )    
              

Заметим, что формула (2) инвариантна также относительно многочленов вида 

(6). Действительно, очевидно, что    (   )     (   )    (   )    (   ) и    
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Для функций (8), (9) и любых матриц  ( ) и  ( ) из пространства   , - 
по определению дифференциала Гато справедливы, соответственно, равенства 
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Из (10) и (11) при  ( )     ( )   (  ( )     ( )) и  ( )    ( ) для функций 

(8), (9) будем иметь 
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Следовательно,   ( )   ( ) при  ( )   ̃ ( )  т. е. формула (2) точна также 

и для многочленов первой степени вида (6). 

Пусть  ( ) – функция от матриц, где     ,   -  Введем следующие обозна-
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где      ( ) (     ) – узлы интерполирования,   ( ) – многочлен, определенный 

формулой (2), выполняются условия 
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и она инвариантна относительно матричных многочленов вида (7). 
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При      направления    ( ) и    ( ) примут вид    ( )    ( )     
  ( )  
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Аналогично, пользуясь соотношением   , ̃    ̃  ̃-  
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Тогда   (  )   (  )     (  )     (  )     (  )     (  )   (  )  
Таким образом, интерполяционные условия (15) выполняются. 

Покажем, что формула (14) точна для многочленов вида (7). Пусть  ( )  
 ̃ ( )  Тогда, как показано было раньше,   ( )   ̃ ( )  Так как    
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  )    (  )    для  ( )   ̃ ( )  Аналогично можно показать, что  (   

  )  
 (  )     Следовательно,    ( )     

Для любых квадратных функциональных матриц  ̃  ̃   ̃  соответствующего 

порядка и любой матричной функции  ( )  дважды дифференцируемой по Гато в точ-

ке  ̃  выполняется соотношение 
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Тогда из (16) при  ( )   ̃ ( ) после несложных преобразований будем иметь 
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Введем в рассмотрение функцию двух матричных переменных 
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Очевидно, что функция  (   ) обладает свойствами 
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ким образом, учитывая, что    
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Используя определение дифференциала Гато первого порядка и свойства (17) 

функции  (   ), которыми, в частности, обладает и  ( )   (   ), получим 
 

   , ̃  ̃-   ( ̃  ̃)   ( ̃  ̃)  (19) 
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Таким образом, вычисляя интеграл в (15) и проводя преобразования, получим 
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Аналогично предыдущему, вычисляя интеграл в (12), после преобразований бу-

дем иметь 
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Пусть  ( )   (   )  что совпадает с третьим слагаемым в (7). Аналогично 

предыдущим рассуждениям можно показать, что  (   
  )   (  )   (   

  )   (  )  
   следовательно,    ( )     ( )     Очевидно, что переобозначенная функция 

 (   ) также удовлетворяет свойствам (17) и соотношениям вида (20), поэтому для 
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 ( )   (   ) выполняются равенства (19), (21), (22) и, следовательно, (23). Таким 

образом, формула (13) точна для многочленов вида (7). Теорема 2 доказана. 

 

 2. Вычислительный эксперимент 

Пример 1. Рассмотрим интерполяционную формулу (2) в случае узлов 
 

  ( )  0
   

    
1     ( )  [
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для функции  ( )    ( )  заданной на множестве матриц вида  ( )     ( )  (  
  )  ( )   . Здесь         – произвольные числа. 

Нетрудно заметить, что при  ( )     ( )  (   )  ( ) матрицы    ( )  
     (  ( )     ( )) и   ( ) являются перестановочными, поэтому для  ( )    ( ) 
справедливы равенства 
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Кроме того, т. к. матрицы   ( )     ( )  (     
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матрица второго порядка, являются скалярными, то имеют место соотношения 
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∫  (     

      )     ( ) 
   ( )  

 

 
 

  
        

      

          
 ( ( )   (  )    (  )    ( )) 

   ( ) 

  

Тогда, сделав замену   ( )  
        

      

          
   будем иметь 

  ( )   
  ( )  

 

   
∑ , (  )    (  )-
 
   ,  (  )    (  )-

  [    ( )     ( )]    

  
 

   
∑   ( )( ( )   (  )    (  )    ( )) 

   ( )   
    

   ( ) ( )  ∑  (  )  ( )
 
     ( )   

где 

  ( )  
 

   
∑   ( ) 

   ( ) 
      

   ( )  
 

   
(,  (  )    (  )-

  [    ( )     ( )]    ( ) 
   ( )) 

 
  ( )     ( )  

 

   
∑ (  (  ),  (  )    (  )-

  [    ( )     ( )]   
    

    ( )(  ( )    (  )) 
   ( )) 

 
 

Проверим выполнение интерполяционных условий для формулы  ( )  

 ,   -
  

. При     ( ) получим 
 

   (  )    ( ) ( )  ∑   (  )  ( )
 
     ( )     ( )   (  ) 

 
 

а при     ( ) будем иметь 
 

   (  )    ( ) ( )  ∑   (  )  ( )
 
     ( )   

     ( )  
 

   
∑ (  ( ),  ( )    ( )    (  )    (  )- 

   ( )   
    

  ,  (  )    (  )-,  (  )    (  )-
  [    ( )     ( )]) 
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Далее, т. к. 
 

  ( ),  ( )    ( )    (  )    (  )-  . 
     

        /      ( )    ( )     

то  

   (  )   
  ( )  

 

   
∑ [   ( )      ( )      ( )     ( )] 
       ( )   (  ) 

 
 

Таким образом, интерполяционные условия выполняются. 

 

Заключение 

При решении многих практических задач обычно используются интерполяцион-

ные формулы невысоких порядков. Это относится как к случаю интерполяции скаляр-

ных функций, так и к задаче операторного интерполирования и вызвано в значительной 

степени тем, что при увеличении порядка интерполяционных формул значительно 

усложняется их общий вид, что приводит, соответственно, к более сложной структуре 

получаемых на их основе алгоритмов. Наряду с построением интерполяционных фор-

мул операторного интерполирования невысоких порядков является актуальным иссле-

дование данной задачи и для случая формул высших порядков. 
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