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БЕЗМАССОВЫЙ ПРЕДЕЛ В УРАВНЕНИИ ШТЮКЕЛЬБЕРГА. 

ДЕКАРТОВЫЕ КООРДИНАТЫ 

 
Анализируются возможности описания различных частиц со спином 1 на основе использования 

обобщенной системы уравнений. В работе исследуется безмассовое поле Штюкельберга и его связь 

с сис-темой уравнений Огивецкого – Полубаринова для нотофа. Среди 11-ти компонент полевой функции 

Штюкельберга антисимметричный тензор представляет калибровочные компоненты, а скаляр и вектор 

соответствуют физически наблюдаемым величинам. Показано, что в декартовых координатах суще-

ствуют пять линейно независимых решений, описывающих разные состояния частицы Штюкельберга.  

Ключевые слова: безмассовое поле Штюкельберга, нотоф, декартовые координаты, точные 

решения. 

 

Massless limit in the Stuckelberg Equation. Cartesian symmetries 
 

In the paper, possibilities to describe different vector particle on the base of the using generalized system 

of equations are analyzed. Mainly we stady the massless Stuckelberg field. and its connection to Ogievetsky – 

Polubarinov equations for notoph. Among the 11 components of the field, the antisymmetric tensor ab  corre-

sponds to gauge variables, whereas the scalar and vector  , a  represent physically observable quantities. 

In Cartesian coordinates, exists five linearly independent solutions, describing different states of the Stuckelberg 

particle. 

Key words: massless Stuсkelberg field, notoph, Cartesian symmetries, exact solutions. 

 

Введение 

Безмассовый предел в уравнении Штюкельберга 

Как известно, самая простая система релятивистских инвариантных линейных 

дифференциальных уравнений первого порядка, описывающая свободную микроча-

стицу со спином 1, имеет вид 

mailto:ivashkevich.alina@yandex.by
mailto:3vladimir.pletyukhov@yandex.by
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,0 aab

b d           (1.1) 

,0 ababba           (1.2) 
 

где a  – 4-вектор (a, b = 0, 1, 2, 3); ab  – антисимметричный тензор второго ранга; 

 ,  – произвольные вещественные параметры. Здесь мы используем метрику 

),1,1,1,1(  diaggab  так что )3,2,1(,0

0  ii

i . 

Эта система включает в себя в качестве частных случаев три различные физиче-

ски неэквивалентные теории. 

Так, полагая в (1.1), (1.2) 
 

,0 m      (1.3) 
 

получим систему уравнений Даффина – Кеммера для векторной частицы с ненулевой 

массой 
 

.0,0  ababbaaab

b mm     (1.4) 
 

Если выбрать ,1,0    то придем к 10-мерной формулировке теории 

Максвелла, описывающей фотон – безмассовый микрообъект со спиральностью :1  
 

.0,0  ababbaab

b        (1.5) 
 

Наконец, при задании параметров 0,1    будем иметь систему 
 

,0,0  baabaab

b      (1.6) 
 

которая описывает подобный нотофу Огиевецкого – Полубаринова [3] безмассовый 

микрообъект со спиральностью 0, однако переносящий во взаимодействиях спин 1. В 

дальнейшем, следуя терминологии работы [4], будем называть этот микрообъект ду-

альным нотофом. 

Одним из существенных отличий безмассовых систем (1.5) и (1.6) от системы 

Даффина – Кеммера (1.4) является то, что в (1.5), (1.6) часть компонент волновой 

функции ),( abaA   являются ненаблюдаемыми (потенциалы), а часть – наблюда-

емыми (напряженности). Так, в системе (1.5) в качестве потенциалов выступают ком-

поненты вектора ,a в качестве напряженности – компоненты тензора ,ab  при этом 

первое уравнение называется уравнением движения, а второе позволяет выразить 

напряженности через потенциалы. В системе (1.6), наоборот, потенциалами являются 

компоненты тензора ,ab а в качестве напряжѐнности выступает вектор .a  

Более широкие возможности для описания как массивных, так и безмассовых 

микрообъектов с максимальным спином 1s  предоставляет система уравнений пер-

вого порядка 
 

,0  a

a       (1.7) 

,0 aaab

b       (1.8) 

,0 ababba       (1.9) 
 

которая помимо вектора a  и тензора ab  содержит скалярную функцию .  

В случае, когда ни один из параметров  ,,  в этой системе не равен нулю, 

она описывает (гипотетический) микрообъект с переменным спином 1,0s  и двумя 
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значениями массы   21 , mm , причем масса 
1m  относится к спину 0, 

а масса 
2m  – к спину 1. При    получаем теорию микрообъекта с переменным 

спином 1,0s  и одной массой. 

Если в (1.7) – (1.9) положить 
 

,,0 m       (1.10) 
 

то получим систему уравнений 
 

,0 a

a        (1.11) 

,0 aaab

b m          (1.12) 

.0 ababba m      (1.13) 
 

Эта система, как и уравнения Даффина – Кеммера (1.4), описывает микрочасти-

цу с ненулевой массой и спином 1, но содержит большее, чем (1.4), число уравнений 

и компонент волновой функции. Данный вариант теории массивной векторной частицы 

известен в литературе как подход Штюкельберга [5; 6; 7–11]). 

Безмассовый предел системы (1.11) – (1.13) имеет вид 
 

,0 a

a       (1.14) 

,ab

b

aa         (1.15) 

.0 abba         (1.16) 
 

Из (1.15) – (1.17) несложно получить уравнения второго порядка 
 

,00,  aa

a

a

a          (1.17) 
 

которые указывают на то, что система (1.14) – (1.16) действительно описывает безмас-

совый микрообъект. В дальнейшем будем называть его безмассовым полем Штюкель-

берга. 

Исследование возможных решений этой системы уравнений в декартовой си-

стеме координат является целью настоящей работы. 

 

Декартовые координаты 

Итак, рассматриваем систему дифференциальных уравнений первого порядка 

(1.14) – (1.16). Величины a  здесь будем трактовать как наблюдаемые (напряженно-

сти),   и ab – как ненаблюдаемые (потенциалы).  

Выражая вектор напряженности a  из уравнения (1.16) и подставляя получен-

ное выражение в (1.17), придем к следующему уравнению второго порядка для тензор 

потенциала ab : 
 

.0 ac

c

bbc

c

a         (2.1) 
 

Рассматривая случай плоских волн, используем подстановки 
 

,
3322110 xikxikxikiex eeeef          (2.2) 

,
3322110 xikxikxikiex

aa eeeef          (2.3) 

.
3322110 xikxikxikiex

abab eeeef          (2.4) 
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Тогда уравнения (1.15) – (1.16) дают 
 



 

33221100

02 ,0)(0

aaaaaa

jja

a любоеffkk




          (2.5) 

 

.,

,,

21123331331222

32231113322110

BkBkEfkifBkBkEfkif

BkBkEfkifEkEkEkfif








    (2.6) 

 

Запишем уравнение (2.1) в развернутом виде 
 

0 0 01 1 11 2 21 3 31 1 0 00 1 10 2 20 3 30

0 0 02 1 12 2 22 3 32 2 0 00 1 10 2 20 3 30

0 0 03 1 13 2 23 3 33 3 0 00 1 10 2 20 3 30

2 0 03 1 13 2 23 3 33

( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0,

(

       

       

       

   

                 

                 

                 

        3 0 02 1 12 2 22 3 32

3 0 01 1 11 2 21 3 31 1 0 03 1 13 2 23 3 33

1 0 02 1 12 2 22 3 32 2 0 01 1 11 2 21 3 31

) ( ) 0,

( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0.

   

       

       

         

                 

                 

 

 

или 
 

.0

,0

,0

,0

,0

,0

313221220102323112110201

232113110301313321230103

323312130203232213120302

303320231013232013100300

303220221012323012100200

303120211011313021200100

























       (2.7) 

 

Подставляя (2.4) в (2.7) и используя очевидные замены 
 

,,,, 2

000 ijijjj kkiki    
 

получим следующую систему из шести линейных однородных алгебраических уравнений: 
 

2

01 2 21 3 31 1 1 10 1 2 20 1 3 30

2

02 1 12 3 32 1 2 10 2 2 20 2 3 30

2

03 1 13 2 23 3 1 10 3 2 20 3 3 30

2 03 2 1 13 2 2 23 3 02 3 1 12 3 3 32

3 01 3 2 21

= 0,

= 0,

= 0,

= 0,

f k f k f k k f k k f k k f

f k f k f k k f k k f k k f

f k f k f k k f k k f k k f

k f k k f k k f k f k k f k k f

k f k k f

    

    

    

    

 3 3 31 1 03 1 1 13 1 2 23

1 02 1 1 12 1 3 32 2 01 2 2 21 2 3 31

= 0,

= 0;

k k f k f k k f k k f

k f k k f k k f k f k k f f

   

      

       (2.8) 

 

Введем для величин abf по аналогии с электродинамикой обозначения 
 

312231123303202101 ,,,,, BfBfBfEfEfEf       (2.9) 
 

и перепишем систему (2.8) в виде 
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.0)(

,0)(

,0)(

,0)(

,0)(

,0)(

322112321312112

323211331213113

313212133223223

2112333

2

223113

3113332222

2

121

3223331221111

2













BkkkkBkkBkkEkEk

BkkBkkkkBkkEkEk

BkkBkkBkkkkEkEk

BkBkEkkEkkEkk

BkBkEkkEkkEkk

BkBkEkkEkkEkk













  

(2.10) 

 

Представим систему (2.10) в матричной форме: 
 

2 2

1 1 2 1 3 3 21

2 2

1 2 2 2 3 3 12

2 2

3 1 3 2 3 3 2 1

2 2
1 3 2 2 3 1 2 1 3

2 2
2 3 1 1 2 1 3 2 3

2 2
3

2 1 1 3 2 3 1 3

0

0

0
0, .

0

0

0

k k k k k k kE

k k k k k k kE

E k k k k k k k
A A

B k k k k k k k k

B k k k k k k k k

B k k k k k k k k

  

  

  

 

 

 

   

   

   
 

  

  

  

   (2.11) 

 

Если в системе (2.10) учесть связь 2

3

2

2

2

1

2 kkk   между энергией и импуль-

сом (при рассмотрении плоских волн это условие должно учитываться обязательно), 

то ранг матрицы А оказывается равным двум. В результате приходим, например, к си-

стеме уравнений: 
 

1

2

2 2

1 1 2 1 3 3 2 3 2 2 2

1 2 32 2
11 2 2 2 3 3 1

2

3

0
0,

0

E

E

k k k k k k k E
k k k

Bk k k k k k k

B

B

  


  

   
    

   
    (2.12) 

 

или 
 

.)(

,)(

31133322

2

3

2

1121

32233312211

2

3

2

2

BkBkEkkEkkEkk

BkBkEkkEkkEkk








     (2.13) 

 

Выразим из уравнений (2.13) величины 21, EE : 
 

,
)()(

2

3

3

13

2

1223323

2

33

2

232

2

11

1




k

kEkBkBkBkkEkEkBk
E


     (2.14) 

 

 

.
)())((

2

3

2

12333221123

2

3

2

2

2




k

kkEkBkBkBkEkk
E


       (2.15) 
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Здесь можно выделить четыре линейно независимых решения: 
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Возвращаясь к уравнению (1.16) и соотношениям (2.6), получим с учетом (2.16) 

следующие решения для величин af : 
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С учетом величины f  можно выделить пять независимых решений (свободные 

параметры для сокращения формул полагаем равными единице): 
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из которых первые четыре соответствуют нулевому скалярному полю. 
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Заключение 

Итак, проведенный анализ решений системы уравнений, описывающих безмас-

совое поле Штюкельберга, показывает, что эта система имеет пять независимых част-

ных решений. Вопрос о том, какие из описываемых ими состояний вносят вклад в фи-

зически наблюдаемые величины, требует дополнительного анализа с привлечением 

явного выражения для тензора энергии-импульса поля. Данный вопрос находится в 

настоящее время в поле зрения авторов. 
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