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АСИМПТОТИКА МЯГКОГО РЕШЕНИЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 
СО СТОХАСТИЧЕСКОЙ МЕРОЙ 

 
Исследованы задачи Коши для волнового уравнения с общей стохастической мерой в двух случа-

ях: уравнение задано (1) на прямой и (2) на плоскости. Доказано, что мягкие решения задач стремятся 
к нулю при неограниченном возрастании абсолютной величины пространственной переменной. 

 
Введение 
Пусть X – произвольное множество,  XB  –  -алгебра подмножеств X ; 

 ΡF,Ω,L0  – множество вещественнозначных случайных величин, определенных 
на полном вероятностном пространстве  ΡF,,L 0 . Сходимость в  ΡF,,L 0  – это 
сходимость по вероятности. Пусть также   – стохастическая мера на  XB , т.е.   – 
аддитивное отображение    ΡF,,LXB  0: . В [1] такая   называется общей стоха-
стической мерой. Мы не накладываем на меру   никаких дополнительных условий, 
кроме  -аддитивности. 

Рассматриваем следующую задачу Коши для волнового уравнения 
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где 0,0,2,1,],0[),(  aTdRTxt d  и   – стохастическая мера, определенная 
на борелевской  -алгебре ]),0([ TB . 

Мы исследуем мягкое решение задачи (1), т.е. такую измеримую случайную 
функцию RRTxtuxtu d  ],0[:),,(),(  , что 
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где ),( xtSd  – фундаментальное решение однородного волнового уравнения: 
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где A  – индикатор множества A , ||   – евклидова норма. 
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Интегралы от случайных функций по dy  и ds  берутся для каждого фиксирован-
ного  . Определение и свойства интегралов по стохастическим мерам представле-
ны в [1; 2]. 

Мягкие решения уравнений со стохастическими мерами исследованы, например, 
в работах [3–6]. В [3] доказано существование и единственность мягкого решения (2) 
для 1d , а также получена непрерывность по Гельдеру его траекторий по временной 
и пространственной переменным, установлена непрерывная зависимость решения 
от данных задачи. Аналогичная задача для 2d  исследована в [4]. 

Асимптотическое поведение мягких решений уравнений теплопроводности 
со стохастическими мерами рассмотрено в [7–9]. В публикациях [10–11] изучена асим-
птотика решений волновых уравнений с белым шумом. 

Цель данной работы – показать, что при определенных условиях мягкое решение 
задачи Коши (1) стремится к нулю при неограниченном возрастании абсолютной вели-
чины пространственной переменной. 

 
Дополнительные сведения 
Рассмотрим пространство Бесова )1,2/1(]),,([22  cbB , т.е. пространство функ-

ций Rcbg ],[: , для которых конечной является норма 
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Для произвольных nkn 21,1   положим ]2,2)1(()( tktk nnt
kn

 . Пусть 
функция RtZszg  ],0[:),(  такова, что для некоторого )1,2/1(  и для любого 

]),0([),(: 22 tBzgZz  . Здесь Z  – произвольное множество. Обозначим 
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Тогда, согласно [5] (лемма 3), случайная функция 
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имеет такую модификацию 
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что для всех Zz  ,  справедлива оценка 
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Определение модификации случайной функции представлено, например, 

в [12, с. 21]. Тогда, согласно [13] (теорема 1.2): 
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Отметим, что константа С зависит от t,  и не зависит от ,z . 
 
Волновое уравнение на прямой 
При 1d  уравнение (2) принимает вид 
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Будем рассматривать следующие предположения. 
А1.1. Функции RRyuyu  :),()( 00   и RRyvyv  :),()( 00   изме-

римы и ограничены: )(|)(| 0 Cyu  , )(|)(| 0 Cyv  . 
А1.2. Функция )(0 yu  непрерывна по Гельдеру: 

.1)(0,||)(|)()(| 0
)(

212010
0  uyyCyuyu u    

А1.3. RRRTvysf ],0[:),,(  измерима и ограничена: Cvysf |),,(| . 
А1.4. ),,( vysf  липшицева по Rv : 

|||),,(),,(| 2121 vvCvysfvysf  . 
А1.5. RRTys ],0[:),(  измерима и ограничена: Cys |),(| . 
А1.6. ),( ys  непрерывна по Гельдеру: 
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при || y . 
Здесь и далее будем обозначать через C  и )(C  константы, которые могут быть 

разными в разных формулах, и точное значение которых не существенно. 
Теорема 1. Пусть выполнены предположения А1.1.–А1.7. Тогда существует та-

кая модификация решения уравнения (5), что для любых фиксированных 
 ],,0[ Tt  имеет место сходимость 
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Доказательство. Согласно [3] (теорема 2.1), если выполнены предположения 

А1.1–А1.6, то для всех RxTt  ],,0[  уравнение (5) имеет единственное решение 
),( xtu . Для этого решения имеем 
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Рассмотрим стохастический интеграл 
],0(

4 )(),,(),(
t

sdsxtqxtI  . Пусть 

RxTt  ],,0[  фиксированы. Тогда случайная функция ),(),,()( 4 xtzxtIz   имеет 
модификацию (3), для которой справедливо неравенство (4). Рассмотрим составные его 
правой части. Для произвольного ts   оценим |),,(| sxtq . 

Согласно предположению А1.7, имеем, что для любого 00   существует такое 
число 00  , что :|| 0 y  
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Тогда aTxts  0||,   по теореме о среднем существует такая точка 
)](),([0 staxstaxy  , что 
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где мы применили теорему о трех последовательностях и А1.7. 

Таким образом, 
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Далее оценим норму 
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Следовательно, 
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С другой стороны, за (7) для ths  : 
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,|),,(||),,(||),,(),,(| 0Csxtqhsxtqsxtqhsxtq   
и поэтому 

.)),,,(( 002  CtCrxtqw                                                  (9) 
 

Перемножим неравенства (8) и (9), возведенные в степени   и 1  соответ-
ственно, где )1,0(  – произвольное. Имеем 
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где ba  – максимум чисел a  и b . 
Таким образом, 
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где в последнем неравенстве мы использовали [6] (лемма 3.1). 

Кроме того, для любого aTx  0||  , согласно (6) и А1.1, 
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и аналогично доказательству неравенства (7) устанавливаем оценку 
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для произвольного aTx  0||   и некоторого ],[1 atxatxy  . 
Также аналогично получаем, что для любого aTx  0||   
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Для произвольного 0  положим в (6) )(1
0   C  при 1  

и )(11
1

0    C  при 1 . Таким образом, существует такое множество 
1)(, 00  P , что для любых фиксированных 0],,0[  Tt : 
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Теорема доказана. 
 
Волновое уравнение на плоскости 
Рассмотрим теперь случай 2d . Положим для 2Rx  и 0r : 
 ryxRyrxB  ||:),( 2

 – шар в 2R , ),( rxB  – его замыкание. 
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Уравнение (2) принимает следующий вид 
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Будем рассматривать следующие предположения. 
А2.1. Функции RRyuyu  2
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А2.3. RRRTvysf  2],0[:),,(  измерима и ограничена: Cvysf |),,(| . 
А2.4. ),,( vysf  липшицева по RvRy  ,2 :  

 |||||),,(),,(| vvyyCvysfvysf  . 
А2.5. RRTys  2],0[:),(  измерима и ограничена: Cys |),(| . 
А2.6. ),( ys  непрерывна по Гельдеру: 
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ys
Ts
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Теорема 2. Пусть выполнены предположения А2.1.–А2.7. Тогда существует та-
кая модификация решения уравнения (10), что для любых фиксированных 

 ],,0[ Tt  имеет место сходимость 
.||,0|),(|  xxtu  

Доказательство. Согласно [4] (теорема 2.1), если выполнены предположения 
А1.1–А1.6, то для всех 2],,0[ RxTt   уравнение (10) имеет единственное решение 

),( xtu . Для этого решения 
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Аналогично доказательству теоремы 1, рассмотрим стохастический интеграл 
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],0(

4 )(),,(ˆ),(
t

sdsxtqxtJ  . Пусть 2],,0[ RxTt   фиксированы. Тогда случайная функ-

ция ),(),,()( 4 xtzxtJz   имеет модификацию (3), для которой справедливо неравен-
ство (4). Для произвольного ts   оценим |),,(ˆ| sxtq . 

Согласно с А2.7, имеем, что :||00 ***   y  
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Тогда, выполнив в интеграле ),,(ˆ sxtq  замену переменных 
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Теперь выполняем замену 22 rav  : 
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где aTxstaxBy  ** ||)),(,(  . Мы применили теорему о среднем, теорему о трех 
последовательностях и неравенство (12). 
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Оценим норму 
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Далее, аналогично доказательству теоремы 1 получаем 
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где )1,0(  – произвольное, и найдется соответствующее )(  . 
Таким образом, 
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где в последнем неравенстве мы также использовали [6] (лемма 3.1). 

Теперь рассмотрим остальные слагаемые (11). Аналогично (13) получаем 
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где **y  – элемент множества ))(,( staxB  , а aTx  *||  . 
Рассмотрим ),(2 xtJ . В [4] при доказательстве теоремы 2.1 было получено сле-

дующее. Поскольку 
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Поэтому, аналогично предыдущему, aTx  *||  : 
 

,),( *2 CxtJ   а также .),( *3 CxtJ   
 

Для любого 0  положим в (6) )(1
*   C  при 1 , и )(11

1

*    C  
при 1 . Тогда существует множество 1)(, **  P  такое, что для любых фикси-
рованных *],,0[  Tt : 
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Теорема доказана. 
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Заключение 
Рассмотрено мягкое решение задачи Коши для волнового уравнения, управляе-

мого общей стохастической мерой. Доказано, что при определенных условиях решение 
стремится к нулю, если абсолютная величина пространственной переменной стремится 
к бесконечности. 
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Bodnarchuk I.M. Asymptotics of the Mild Solution for the Wave Equation with a Stochastic Measure 
 
The Cauchy problem for the wave equation with a general stochastic measure is investigated in two 

cases: the equation is given (1) on the line and (2) on the plane. We prove that the mild solutions tend to zero 
as the spatial variable tends to infinity. 


