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КЛАССИФИКАЦИЯ ПОДГРУПП ЛИ ГРУППЫ ЛИ 

ДВИЖЕНИЙ ЧЕТЫРЁХМЕРНОГО ПСЕВДОЕВКЛИДОВА ПРОСТРАНСТВА 

НУЛЕВОЙ СИГНАТУРЫ 

 
В работе классифицируется связанные подгруппы Ли группы Ли движений четырёхмерного 

псевдоевклидова пространства нулевой сигнатуры – простравнства 
2
R4. Найдены инвариантные плос-

кости и прямые для таких подгруппы Ли и их образы стационарности. 

 

В работе изучается геометрия однородных пространств. Анализ таких прост-

ранств является одной из актуальных проблем современной геометрии. В этом направ-

лении выполняется много исследовательских работ. В Беларуси задачами такого харак-

тера занимались В.И. Ведерников, И.В. Белько, А.А. Бурдун, В.В. Балащенко, С.Г. Ко-

нонов, Л.К. Тутаев, А.С. Феденко и др., а за рубежом – эстонский геометр Ю. Лумисте 

и японские геометры К. Номидзу и Ш. Кобаяси. Ю. Лумисте показал применимость ре-

дуктивных однородных пространств к проблеме расширения связностей на расслоени-

ях с редуктивными однородными слоями. К. Номидзу и Ш. Кобаяси проводили широ-

кое исследование редуктивных однородных пространств, в частности, исследовали 

свойства инвариантной связности в редуктивных однородных пространствах. 

 

1. Постановка задачи и метод решения 

Рассматривается группа 2,4
40

OTG  движений пространства .
4

2R  Ставится 

задача классификации всех связных подгрупп Ли группы 
0

G  с точностью до внутренних 

автоморфизмов этой группы, т.е. до сопряжѐнности. Для решения этой задачи будем 

применять тот же метод, который разработали И.В. Белько и А.С. Феденко для класси-

фикации связных подгрупп Ли группы движении пространства Минковского [1; 2]. Ни-

же кратко излагаются основы этого метода применительно к группе движений прост-

ранства .
4

2R  

Как известно, задача классификации связных подгрупп группы Ли с точностью 

до внутренних автоморфизмов эквивалентна задаче классификации подалгебр алгебры Ли 

этой группы с точностью до присоединѐнного представления этой группы. Подалгеб-

ры, переводящиеся друг в друга элементами присоединѐнной группы, тоже будем назы-

вать сопряжѐнными. 

В настоящей работе решается задача классификации подалгебр Ли алгебры 0G  

с точностью до присоединѐнного представления Ad группы 
0

G . Присоединѐнная груп-

па действует в 0G  по формуле: 
1

00, , .Ad B C B C B B G C G     (1) 

Следуя И.В. Белько [2], введем следующие определения: 
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Определение 1. Пусть К  – полупрямая сумма идеала  и подалгебры К, 

H  – подалгебра алгебры .,,
221
НprНННК  Подалгебра H  называет-

ся полупрямой, если 
21

ННН , т.е. .,
211

НКНННpr  

Определение 2. Подалгебра  алгебры К называется расширением полу-

прямой подалгебры 
21

ННН , если .,
221

НрrН  

Имеют место следующие леммы, первые две из которых доказаны в [2]. 

Лемма 1. Пусть К  – полупрямая сумма идеала  и подалгебры К, H  – 

подалгебра алгебры К . Тогда: 

1) 
1

НH  – подалгебра алгебры , 

2) 
22

ННрr  – подалгебра алгебры К, 

3) если идеал  абелев, то 
21

НН  – подалгебра алгебры К . 

Лемма 2. Пусть К  – полупрямая сумма идеала  и подалгебры К, P  – под-

алгебра алгебры , H  – подалгебра алгебры К. Подпространство НР  тогда 

и только тогда является подалгеброй алгебры К , когда подпространство P  инва-

риантно относительно adX  для любого .НX  

Лемма 3. Пусть 
21

ННН  – полупрямая подалгебра алгебры 

,2,44  – произвольное расширение подалгебры H , Ad h – элемент присоеди-

нѐнной группы Ad(О(4,2)). Тогда Ad h( H ) – полупрямая подалгебра, Ad h( ) – расши-

рение полупрямой подалгебры Ad h( H ). 

Доказательство. 

Пусть .2,4Oh  Из определения действия присоединѐнной группы 1
0

AdG  

получаем, что выполняются равенства: 

,,
2211

рrAdhAdhрrрrAdhAdhрr     (2) 

где 
i

рr  – проекция на i -е слагаемое в сумме .2,44  Так как H  – полупрямая 

подалгебра, то .2,4,
241

ННрrННрr  Рассмотрим 

21
ННAdhНAdh  

Из (2) следует, что .
111

НAdhНрrAdhНAdhрr   С другой сторо-

ны, поскольку 4  инвариантно относительно Adh , то .
14 НAdhНAdh

 
Та-

ким образом, .
141

НAdhНAdhНAdhрr  

Аналогично доказывается равенство 

.2,4
22

НAdhНAdhНAdhрr
 

Таким образом, алгебра 
21

НAdhНAdhНAdh  – полупрямая. 

Подалгебра  – расширение полупрямой подалгебры H , значит, 

.,
2214 НрrН  Рассмотрим соотношения: 
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.

,

222

1444

НAdhрrAdhAdhрr

НAdhAdhAdhAdhAdh


 

Значит, Adh  – расширение полупрямой подалгебры .НAdh  

Лемма доказана. 

Имеет место следующая основная теорема: 

Теорема. Всякая подалгебра алгебры 2,44  с помощью 2,4, OhAdh  

сопряжена некоторому расширению подалгебры ,
21

НН  где 
2

Н  – один из предста-

вителей классов сопряжѐнных подалгебр алгебры 2,4 , 
1

Н  – подпространство про-

странства 4 , инвариантное относительно .
2

adН  

Доказательство. 

Пусть  – произвольная подалгебра алгебры .,,2,4
22414 рr  

В силу леммы 1, 2  – подалгебра алгебры 2,4 . Значит, существует элемент 

2,4Oh , такой, что 
22 НAdh , где 

2
Н  – один из представителей классов сопря-

жѐнных подалгебр алгебры 2,4 . В силу определения 2,  является расширением 

полупрямой подалгебры .21  В силу леммы 3, Adh  является расширением полу-

прямой подалгебры .21  В силу леммы 3, Adh  является расширением полупря-

мой подалгебры .
2121 НAdhAdhAdh  В силу леммы 2, подпространст-

во 1Adh  инвариантно относительно adX для любого 
2

НX . Теорема доказана. 

Из теоремы следует, что классификация подалгебр алгебры 0G  должна прово-

диться с использованием классификации подалгебр алгебры 2,4 . В данной работе 

используется классификация с точностью до сопряжѐнности подалгебр алгебры Ли 

2,4 , приведѐнная Р.Н. Хабибуллиной и А. П. Широковым [3]. 

Доказанная теорема сводит задачу классификации подалгебр алгебры 

2,44  к трѐм следующим задачам: 

1) нахождение всех полупрямых подалгебр вида ,
21

НН  где 
2

Н  прибегает 

множество представителей классов сопряжѐнных подалгебр алгебры 2,4 , 

2) нахождение всех расширений полученных полупрямых подалгебр, 

3) классификация полученных расширений с точностью до сопряжѐнности. 

Покажем, как для подалгебры 2,4
2

Н  находятся подпространства прост-

ранства 4 , инвариантные относительно ad 
2

Н . 

Пусть 2,4,4 ВА . Тогда 

ad В (А)= АВ–ВА= АВ     (3) 

Таким образом, для нахождения инвариантных одномерных подпространств, не-

обходимо решить следующее матричное уравнение: 

44
0
0

0
00

0
0

O
x

zO
x

, 

где R  – произвольное число, 
z0
00

 – произвольный элемент из 
2

Н . Аналогично 
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для нахождения инвариантных двумерных подпространств необходимо решить систему: 

,
0
0

0
0

0
00

0
0

,
0
0

0
0

0
00

0
0

444

444

O
y

O
x

v
zO

y

O
y

O
x

zO
x

 

где ,,, v  – произвольные числа, 
z0
00

 – произвольный элемент из 
2

Н . 

Для нахождения инвариантных трѐхмерных подпространств воспользуемся сле-

дующим утверждением, доказательство которого опускаем. Пусть 
2

Н  – алгебра Ли 

связной группы Ли 
2

Н . 

Тогда из KKAdH
2

 следует KKadH
2

 и обратно, где K  – подпрост-

ранство алгебры Ли 
0

G . Из формулы (1.8) и (1) заключаем, что присоединѐнная группа 

2,4AdO  сохраняет метрику в пространстве 4  (изоморфном 
4

V ). Таким образом, ес-

ли ,PPAdh  то ,00 PPAdh  где ,2,4Oh  0P  – ортогональное дополнение 

пространства .P  Значит, из PPadK  следует, что .00 PPadK  Таким образом, 

инвариантные трѐхмерные пространства находим как ортогональные дополнения к ин-

вариантным одномерным подпространствам. 

Чтобы найти расширения полупрямой подалгебры ,
21

НН  необходимо 

из множества  всех векторных подпространств алгебры ,2,44  удовлетворя-

ющих условию ,,
221

НрrН
 
выбрать подалгбры, для чего надо потребовать 

замкнутость операции коммутирования. 

Замечание. Для нахождения полупрямых подалгебр, соответствующих подалгеб-

ре ,2,4
2

Н  подпространства 
1

Н  пространства 4 , инвариантные относительно 

2
adН  нужно искать с точностью до преобразований ,2,4, OhAdh  таких, 

что .
22

ННAdh  

В данной работе находятся расширения для однопрометрических подалгебр Ли. 

Для приведения найденных инвариантных подпространств к минимальному 

числу, согласно замечанию, будем использовать следующие элементы группы 2,4O : 

 

1 2 3

4 5

cos sin 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

sin cos 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
, , ,

0 0 1 0 0 0 cos sin 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 sin cos 0 0 0 1

1 0
1 0 0 0

2 21 00 0 2 2
,

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 2 20 1
2 2

h h h

ch sh
h h

sh ch

,
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6 7

8 9 10

1 01 0 0 0 2 2

2 20 1 1 0
2 2 2 2

, ,
0 1 0 1

2 2
2 20 1

2 2 0 1
2 2

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
, ,

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1

h h

ch sh

h h h
sh ch

11 12

13 14

15

,

0 1 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 1 0 0
, ,

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

21 sin 0 0 0 1 0 02

0 cos 0 0 1 0 0 0
, ,

2 0 0 0 11 0 1 0
2

0 0 1 0
0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0
,

0 0 1 0

0 0 0 1

h h

h h

h 16

1 0 0 0

0 1 0 0
.

0 0 1 0

0 0 0 1

h

 

 

2. Полупрямые подалгебры алгебры 2,440G  

2.1 Приведѐм некоторые сведения о k-плоскостях пространства 
4

2R . В зависи-

мости от метрики, которая индуцируется на k-плоскостях, все k-плоскости пространст-

ва 
4

2R  разделяются на действительные (евклидовы), «мнимые» (мнимоевклидовы), по-

луевклидовы и изотропные. 

Пусть дана плоскость ,,...,,,0 21 kааа  где ,
4

2 RO  kаа ,...,1  – попарно ор-

тогональные векторы из ,
4

V  определяющие k-плоскость .  Произвольный вектор 

kaa ,...,1,2  имеет длину ,a  определяемую по формуле: 

2 2 22 2 21 2
1 2 ... .k

ka a a a  
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Если ,0...,,0,0
22

2

2

1 kaaa то k-плоскость  называется евклидовой; ес-

ли ,0...,,0,0
22

2

2

1 kaaa  – мнимоевклидовой. Если 
2
1а


> ,0  …, ,02
еа


 

,02
1еа


 …, ,02

pea


 ,02
1pea


 …, ,02

ka


 то k -плоскость  называется полу-

евклидовой k -плоскостью индекса l  дефекта k-( l +p). Если все kiai ,...,2,102
, 

то k -плоскость  называется изотропной k -плоскостью. 

Евклидову k -плоскость будем обозначать kR , мнимоевклидову k -плоскость 

будем обозначать k
k R , полуевклидову k -плоскость индекса l дефекта r  будем обо-

значать 
r
k

eR , изотропную k -плоскость будем обозначать 
k
kR . 

В пространстве 4
2R  существуют все возможные виды 1-плоскостей (т.е. прямых): 

31
1
131

1
11 ,0,,0,,0 eeReReR


 – и все возможные виды 2-пло-

скостей:

.,,0,,,0,,,0

,,0,,,0,,,0

4231
2
2423

1
2

1
321

1
2

4,32
2

312
1

212

eeeeReeeReeeR

eeReeReeR



 

В пространстве 4
2R  существует только три типа 3-плоскостей: 

.,,,0,,,,0,,,,0 4231
1
3

1
4313

2
3213

1 eeeeReeeReeeR


 3-плоскостей 

3
3

2
3

2
3

1
3

3
3

1
3

21
3 ,,,,,, RRRRRRR  в пространстве 4

2R  не существует. Это следует 

из того, что существует только три типа прямых, а 3-плоскости являются ортогональ-

ными дополнениями соответствующих прямых. Если при движениях пространства 4
2R  

прямые переходят друг в друга, то и их ортогональные дополнения также переходят 

друг в друга. Значит, они несут на себе метрику одного типа. 

Введем теперь определение образа стационарности. 

Определение. Образом стационарности (о.с.) данной подгруппы Ли H  группы 

Ли G  (а также соответствующей подгруппе H алгебры Ли N ) называется такая фигу-

ра F  в пространстве 4
2R , что подгруппа H  состоит из тех и только тех движений 

пространства 4
2R , при которых фигура F  инвариантна. 

Всякая фигура F  пространства 4
2R  определяет некоторую подгруппу H , об-

разом стационарности которой служит данная фигура. Под фигурой понимается любое 

множество точек пространства )( 4
2RP . Если две фигуры отличаются только положе-

нием в пространстве 4
2R  (т.е. переводятся друг в друга некоторым движением прост-

ранства 4
2R ), то определяемые ими подгруппы сопряжены. Любые две K -плоскости 

пространства 4
2R , несущие метрику одного типа, переводятся друг в друга некоторым 

движением пространства 4
2R . 
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Важнейшими фигурами пространства 4
2R  являются k -плоскости и образован-

ные с их помощью флаги. 

Определение. Последовательность плоскостей 
rkkk ...,,,

21
пространства 

4
2R , rik kkkk

i
...,dim 21  называется флагом пространства 4

2R  и обозна-

чается 
rkkk ,...,,

21
, если ....

21 rkkk  

Каждой K -плоскости k  пространства 4
2R  отвечает K -мерное подпростран-

ство k  векторного пространства 4V . 

Определение. Последовательность 
1 2 3 4 5 1 2, , , , , ..., , ... ,

rk k k k k k rk k k  состоя-

щая из плоскостей пространства 4
2R  и подпространств векторного пространства 4V , 

называется обобщенным флагом и обозначается 
rkkkk ,...,,,

321
, если суще-

ствует последовательность 
rkkkk ,...,,,

321
, такая, что подпространство 

1k  

отвечает 1k  -плоскости 
1k ; пространство 

3k  – 3k  -плоскости 
3k  и т.д., причем 

последовательность 
rkkkk ,...,,,

321
 является флагом. 

Плоскости и подпространства могут быть расположены в произвольном порядке 

и числе. 

2.2 Перечислим теперь подалгебры алгебры 4)2,4(O , указывая образы ста-

ционарности (о.с.) и обозначая каждую подалгебру буквой. Это обозначение будет при-

меняться во всей работе. 

}{101 iJ , о.с. – три точки, определяющие 2R , 

}{ 52 iJ , о.с. – три точки, определяющие 2
2R , 

}{ 63 iJ  , о.с. – три точки, определяющие 2
1R , 

}{ 1084 iiJ , о.с. – три точки, определяющие 
1
2R , 

}{ 755 iiJ , о.с. – три точки, определяющие 
1
2

1R , 

}{ 108756 iiiiJ , о.с. – три точки, определяющие 
2
2R , 

}{ 1057 iiJ , о.с. – пара ( 2R , 2
2R ), причем ( 2R ) 2

2R . 

Здесь символом  обозначается плоскость ортогональная к плоскости  

и 4
2dimdimdim R . 

}{ 968 iiJ , о.с. – пара ),( /
2

1
2

1 RR , где 
/
2

1
2

1 RR  и RRR /
2

1
2

1   

9 5 10 10 6 9{ } , 0 , 1 , { } , 0 , 1 ,J i i J i i  

11 5 7 8 10 6 9 12 6 9 5 7{ 2 2 } , { ( )} , 0 ,J i i i i i i J i i i i  

13 5 7 8 10 14 5 7 8 10{ 3 } , {3 } ,J i i i i J i i i i  

15 5 10{ , },J i i о.с. – флаг },{ 20 RR , 

16 6 9, ,J i i  о.с. – флаг 2
2

0 , RR , 
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,, 108917 iiiJ  о.с. – флаг 
1
210 ,, RRR , 

,, 75918 iiiJ  о.с. – флаг 
1
2

1
0 , RR , 

1087519 , iiiiJ , о.с. – флаг 
1
20

~
, RR . Волна означает, что в плоскости 

1
2R  изотропная прямая точечно неподвижна. 

10875620 , iiiiiJ , о.с. – пара 
1
2

1
1 , RR , причем 0

1
2

1
1 RRR   

и 3-плоскость, содержащая 
1
2R  и 

1
1R , есть 

1
3

1R . 

108759621 , iiiiiiJ , о.с. – три изотропных прямых, лежащих в од-

ной изотропной плоскости и пересекающихся в одной точке. 

,,,,

,,,,

.1,0,,,,

9610527108751059626

1087510525961081087524

10875962310759622

iiiiJiiiiiiiiJ

iiiiiiJiiiiiiiiJ

iiiiiiJiiiiiJ

 

,, 109,828 iiiJ  о.с. – две точки, определяющие ,1R  

,,, 97529 iiiJ  о.с. – две точки, определяющие 1
1R , 

,,, 10875630 iiiiiJ  о.с. – две точки, определяющие 
1
1R , 

,,, 108759631 iiiiiiJ  о.с. – две пересекающиеся изотропные прямые, 

определяющие изотропную плоскость. 

,,, 879610532 iiiiiiJ  о.с. – три изотропные плоскости, каждая пара 

из которых имеет только одну общую точку, общую для трех плоскостей. 

1,0,,,,,, 961087534108967533 iiiiiiJiiiiiiJ

,,, 108759610535 iiiiiiiiJ  

,,, 10875936 iiiiiJ  о. с. – ,, 2
1

0 RR  

108759637 ,,, iiiiiiJ  – флаг ,, 1
10 RR  

871059638 ,,, iiiiiiJ , о.с. – две изотропные плоскости, имеющих толь-

ко одну общую точку и симметричных относительно некоторой евклидовой плоскости. 

39 5 7 5 10 6 9 7 8 40 5 10 6 9 7 8, , , , , , , ,J i i i i i i i i J i i i i i i  

108105759641 ,,,, iiiiiiiiJ  – флаг ,, 2
20 RR  

,,,,,, 109876542 iiiiiiJ  о.с. – 0R . 

2.3 Перечислим теперь полупрямые подалгебры. Для этого будем находить под-

пространства пространства 4T , инвариантные относительно присоединенного пред-

ставления подалгебр алгебры 2,4O . Элементы пространства 44 VT  будем записы-

вать в виде: 
4321 ,,,,0 aaaaa . Инвариантность подпространства 4TK  относи-

тельно присоединенного представления некоторой алгебры 42...,,1, iJi  эквива-

лентна инвариантности этого пространства относительно присоединенного представле-
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ния базиса этой алгебры. Заметим, что присоединенное представление Jiadi,  в на-

шем случае определяется формулой 

.adi a ai        (I) 

Подпространства K , инвариантные относительно iadJ , достаточно искать 

с точностью до Adh , где 2,4, OhJAdh i . 

Для приведения подпространств, инвариантных относительно подалгебры iadJ , 

будем пользоваться матрицами 161 hh , записанными в 4.2 . Чтобы каждый раз 

не проверять инвариантность базиса данной алгебры относительно Adh , выпишем 

формулы действия iAdh  на базисы данных алгебр. 

Будем пользоваться формулой 1.2 , полагая для краткости 

rAdhAd r
Oh

4

0
0

01
0 , . 

Имеют место формулы: 

1 5 10 5 10 2 5 5

3 6 6 3 6 9 9 6 3 6 9 6 9

3 9 9 3 5 10 5 10 3 7 8 8 7

4 6 6 4 5 7 8 10 5 7 8 10

4 6 9 6 9 5 8 10 8 10

, ,

, , ,

, , ,

, ,

, ,

Adh i i i i Adh i i

Adh i i Adh i i i i Adh i i i i

Adh i i Adh i i i i Adh i i i i

Adh i i Adh i i i i chJ shJ i i i i

Adh i i i i Adh i i i i 6 5 7 5 7

7 5 7 8 10 5 7 8 10 7 6 9 6 9

8 6 9 8 9 6 8 5 10 5 10

8 6 8 7 8 9 6 9 9 9 6

9 6 9 6 9 9 5 7 8 10 5 7 8 10

10 5 7 5

,

, ,

, , ,

, ,

, ,

Adh i i i i

Adh i i i i i i i i Adh i i i i

Adh i i Adh i i Adh i i i i

Adh i i i i Adh i i Adh i i

Adh i i i i Adh i i i i i i i i

Adh i i chJ i 7 8 10 ,i shJ i i
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10 8 10 5 7 8 10

11 5 10 5 10 11 7 8 9 6 11 6 9 7 8

12 6 6 12 9 9 12 8 10 8 10

12 5 7 5 7 13 6 9 6 9

13 5 7 8 10 5 7 8 10

14 5

,

, ,

, , ,

, ,

,

Adh i i shJ i i chJ i i

Adh i i i i Adh i i i i Adh i i i i

Adh i i Adh i i Adh i i i i

Adh i i i i Adh i i i i

Adh i i i i i i i i

Adh i i7 8 10 6 9 5 7 8 10 6 9

5 6 6 15 9 9 16 6 9 6 9

16 6 9 6 9 16 5 7 5 7 8 10

2 2 2 2 ,

, , ,

, ,

i i i i i i i i i i

Adh i i Adh i i Adh i i i i

Adh i i i i Adh i i chJ i i shJ i i  

 

 

Рассмотрим подалгебру 101 iJ . Пусть подпространство пространства 4T , на-

тянутое на вектор 
4321 ,,,,0 aaaaa , инвариантно относительно 10adi . Это при-

водит к системе aia 10 , или: 
433421 ,,0,0 aaaaaa . 

Отсюда: 0,0,0, 34424 aaaa . 

Вывод: относительно 10adi  инвариантны все одномерные подпространства с ба-

зисами 
2121 ,,0,0,,,0 aaaaa -произвольные. 

Чтобы двумерное подпространство, натянутое на векторы 
4321 ,,,,0 aaaaa  и 

4321 ,,, bbbbb  было инвариантно относительно 10adi , 

необходимо, чтобы нашлись числа ,,,,  такие, что 

., 1010 baibbaia  

Это эквивалентно системе 

.,,0,0

,0,0,,

4443342211

2211443334

babbabbaba

bababaabaa
             (3) 

 

.

,

,

108751087516

108751087516

1087510816

iiiiiiiiAdh

iiiiiiiiAdh

iichJiishJiiAdh
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Рассмотрим следующие случаи. 

а) .0,0 44 ba  Тогда можно положить: .0,1,0,1 3344 abba  

Из (3): .0,0,1,0,0,0,1,0 21121 aabb  

Таким образом, получили подпространство ., 21 ii  

б) 0,0,0 234 bba . В этом случае можно положить: 

.0,1,0,1 2244 abba  Из (3) следует 12
. Система противоречива. 

в) 0,0,0 1234 bbba . Можно положить: ,14a  

0,1,0 114 abb . 

Система (3) противоречива. 

г) .0,0,0 2344 baba  Можно положить: ,13a  

.01,0 223 abb  Из (3): 03a – противоречие. 

д) .0,0,0,0 12344 bbaba  Можно положить: ,13a  

.0,1,0 113 abb  Из (3): 03a  – противоречие. 

е) .03344 baba  Получим подпространство 43, ii , которое удовлетворяет 

системе (3). 

Таким образом, относительно 10adi  инвариантны только подпространства: 

21, ii , 43, ii . 

Чтобы найти трехмерные подпространства пространства 
4 ,T  инвариантные отно-

сительно 10adi , достаточно рассмотреть ортогональные дополнения к уже найденным 

одномерным инвариантным подпространствам. Они запишутся в виде: 

.,, 432
1

1
2 iiiaia  Наконец, относительно 10adi  будет инвариантно четырехмерное 

пространство .,,, 44321 Tiiii  

При помощи 1Adh  подпространство 2
2

1
1 iaia  приводится к виду 1i . Этим же 

преобразованием подпространства 432
1

1
2 ,, iiiaia  приводятся к .,, 432 iii  

При этом подалгебра 10i  инвариантна относительно 1Adh  (2). 

Таким образом, подпространства пространства 4T , инвариантные относительно 

10adi , приводятся к виду: .,,,,,,,,,,, 432143243211 iiiiiiiiiiii  

Рассмотрим подалгебру 2J . Поступая, как в предыдущем случае, получим, 

что подпространства, инвариантные относительно 2adJ , имеют вид: 

.,,,,,,,,,,, 43214321432143 iiiiiiiiiiiiii  

При помощи 2Adh  подпространства 43 ii  приводятся к 3i , а подпространства 

4321 ,, iiii  – к 421 ,, iii . При этом подалгебра 2J  инвариантна относительно 

2Adh  (2). Таким образом, инвариантные подпространства приводятся к виду: 

.,,,,,,,,,,, 432142143213 iiiiiiiiiiii  



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 2 / 2016 98 

Рассмотрим подалгебру .3J  Инвариантные относительно 3adJ  подпространст-

ва имеют вид: 

,,,,,, 3142314231 iiiiiiiiii  

,,,,,,,, 4321423142 iiiiiiiiii  

где символом  обозначается ортогональное дополнение подпространства  про-

странства 4T . 

При помощи 3Adh  пространства 31 ii  и ,31 ii  42 ii  и ,42 ii  

4231 , iiii  и ,, 4231 iiii  4231 , iiii  и ,, 4231 iiii  231 , iii  

и 231 , iii , 431 , iii  и 431 ,iii  сопряжены. При помощи 4Adh  пространство 

42 ii  переводится либо в ,2i  либо в ,4i  либо в 42 ii . При помощи 

12Adh  пространства 4231 , iiii  и 4231 , iiii  сопряжены. При этом подал-

гебра 3J  инвариантна относительно 43, AdhAdh  и 12Adh  (2). Таким образом, ин-

вариантные относительно 3adJ  подпространства приводятся к виду: 

431231423142 ,,,,,,, iiiiiiiiiiii , 

32143142314231 ,,,,,,,,,,, iiiiiiiiiiiiii , 

432142314231 ,,,,,,,,, iiiiiiiiiiii . 

Рассмотрим подалгебру 4J . Инвариантные относительно 4adJ  подпространст-

ва имеют вид: 3142421 ,, iiiiiii , 421 iii , 

4321 ,,, iiii . При помощи 5Adh  подпространство 421 iii  сопряжено ли-

бо 1i , либо 42 ii . При этом 4J  инвариантна относительно 5Adh  (2). Таким обра-

зом, инвариантные подпространства приводятся к виду: 

,
1

i  43214231432314242 ,,,,,,,,,,,, iiiiiiiiiiiiiiiii . 

Рассмотрим подалгебру 5J . Инвариантные относительно 5adJ  подпространст-

ва имеют вид: 342 iii , 3142 , iiii , 342 iii , 

4321 ,,, iiii . При помощи 6Adh  подпространство 342 iii  приводится 

к 3i  или 42 ii . При этом подалгебра 5J  инвариантна относительно 6Adh  (2). 

Таким образом, инвариантные подпространства приводятся к виду: 

.,,,,,,,,,,,,, 432131424213142423 iiiiiiiiiiiiiiiiii  

Рассмотрим подалгебру 6J . Инвариантные относительно 6adJ  подпространства: 

4231 iiii , 4231 iiii , 421 1 iii . 0 , 

314221 , iiiiii , 3142 , iiii , 4231 , iiii , 

4231 iiii , 4321 ,,, iiii . 

При помощи 7Adh  пространство 4231 iiii  приводится 

к 31 ii  или 4321 iiii . При помощи 13Adh  эти пространства сопряжены. 

При помощи 7Adh  пространство 4214231 1, iiiiiii  приво-

дится к 4231 , iiii  или 4214321 1, iiiiiii . При помощи 
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13Adh  пространство 4214321 1, iiiiiii  приводится к пространст-

ву 4231 , iiii . При помощи 8Adh  пространства 3142 , iiii  

и 4231 , iiii  сопряжены. При помощи 7Adh  пространство 

314221 , iiiiii  при 1  приводится к виду 4231 , iiii , а про-

странство 432121 , iiiiii  при помощи 4Adh  – к виду 4231 , iiii . 

При помощи 4Adh  пространство 4231 , iiii  приводится к 231 , iii , 

431 , iii  или к 4231 , iiii . При этом подалгебра 6J  инвариантна относитель-

но 13874 ,,, AdhAdhAdhAdh . (2). Таким образом, инвариантные подпростран-

ства приводятся к виду: 31 ii , 4231 , iiii , 231 , iii , 431 , iii , 

4231 ,, iiii , 4321 ,,, iiii . 

Рассмотрим подалгебру 7J . Инвариантны относительно 7adJ  подпространства: 

21, ii , 214213 , iiiiii , 4321 ,,, iiii . При помощи 1Adh  подпро-

странства 214213 , iiiiii  приводится к виду 2413 , iiii . 

При этом подалгебра 7J  инвариантна относительно 1Adh  (2).  

Таким образом, инвариантные пространства приводятся к виду: 

21, ii , 2413 , iiii , 4321 ,,, iiii . 

Рассмотрим подалгебру 8J . Относительно 8adJ  инвариантны подпространства 

,4231 iiii   ,, 432214 iiiiii  ,, 32142 iiiii  

,, 3142 iiii  3142 , iiii , ,, 1234 iiii  ,4231 iiii   

,,,, 432 iiii  ,, 31 ii  ., 42 ii  

При помощи 3Adh  пространства 4231 iiii  

и 4231 iiii  сопряжены. При помощи 7Adh  пространство 

4231 iiii  переводится в 31 ii  или 4321 iiii . При помощи 

13Adh  эти пространства сопряжены. При помощи 4Adh  пространство 

432214 , iiiiii  приводится к 3241 , iiii  

или 4231 , iiii . При помощи 7Adh  пространство 3241 , iiii  приво-

дится к 423131 , iiiiii  или 4321 , iiii . При помощи 3Adh  про-

странства 32142 , iiiii  и 32142 , iiiii , 4231 , iiii  

и 4231 , iiii , 4231 , iiii  и 4231 , iiii , 42131 , iiiii  

и 42131 , iiiii  сопряжены. При помощи 7Adh  подпространства 

32142 , iiiii  и 42131 , iiiii  при 0  сопряжены, а пространст-

во 423131 , iiiiii  при 0  входит в семейство 

42131 , iiiii . При этом подалгебра 8J  инвариантна относительно 3Adh , 

4Adh , 7Adh , 13Adh  (2). Таким образом, инвариантные относительно 8adJ  подпро-

странства приводятся к виду: 31 ii , 3412 , iiii , 4231 , iiii , 

42131 , iiiii , 31 ii , 4321 ,,, iiii . 
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Рассмотрим подалгебру 9J . Относительно 10adJ  инвариантны подпространст-

ва: 21, ii , 43, ii , 4321 ,,, iiii . 

Рассмотрим подалгебру 10J . Относительно 10adJ  инвариантны подпростран-

ства: 31 ii , 42 ii , 31, ii , 42 , ii , 4231 , iiii , 4231 , iiii , 

4231 ,, iiii , 3142 ,, iiii , 4321 ,,, iiii . 

При помощи 3Adh  пространства 31 ii  и 31 ii , 42 ii  и 42 ii , 

4231 , iiii  и 4231 , iiii   сопряжены. При этом подалгебра 10J  инвариантна 

относительно 3Adh  (2). Таким образом, инвариантные подпространства приводятся 

к виду 31 ii , 42 ii , 31, ii , 42 , ii , 4231 , iiii , 4231 ,, iiii , 

42 ii , 4321 ,,, iiii . 

Рассмотрим подалгебру 11J . Относительно 11adJ  инвариантны пространства: 

31 ii , 42 ii , 4231 , iiii , 4231 , iiii , 4231 ,, iiii , 3142 ,, iiii , 

4321 ,,, iiii . При помощи 14Adh  подпространства 31 ii  и 42 ii , 

4231 , iiii  и 4231 , iiii  сопряжены. При этом 11J  инвариантна относи-

тельно 14Adh  (2). Таким образом, инвариантные подпространства приводятся к виду: 

31 ii , 4231 , iiii . 431 ,,
2

iiii , 4321 ,,, iiii . 

Рассмотрим подалгебру 12J . Относительно 12adJ  инвариантны подпростран-

ства: 3142 , iiii  , 4321 ,,, iiii . 

Рассмотрим подалгебру 13J . Относительно 13adJ  инвариантны подпростран-

ства: 4231 , iiii , 4321 ,,, iiii . 
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