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ВЛИЯНИЕ СТРОЕНИЯ ХОЛЛОВОЙ ПОДГРУППЫ 

КОНЕЧНОЙ π-РАЗРЕШИМОЙ ГРУППЫ НА ПРОИЗВОДНУЮ π-ДЛИНЫ 

 
 Пусть G –  -разрешимая группа. Тогда она обладает субнормальным рядом           

         , факторы         которого являются либо   -группами, либо абелевыми  -группами. 

Наименьшее число абелевых  -факторов среди всех таких субнормальных рядов  -разрешимой группы G 

называется производной  -длиной  -разрешимой группы. Приводится обзор оценок производной  -длины 

конечной  -разрешимой группы с заданной  -холловой подгруппой. 

 

GRITSUK D. V. 

INFLUENCE OF THE STRUCTURE OF THE HALL SUBGROUP 

OF THE FINITE π-SOLVABLE GROUP ON THE DERIVATIVE π-LENGTH 

 

Let G is a π-solvable group. Then it has a subnormal series рядом                     

whose factors         are either π’-groups or abelian π-groups. The smallest number of Abelian π-factors 

among all such subnormal series of a π-solvable group G is called the derivative of the π-length of the π-solvable 

group. This article provides an overview of estimates for the derivative of the π-length of a finite π-solvable 

group with a given π-Hall subgroup. 

 

Введение 
Рассматриваются только конечные группы. Все используемые понятия и обо-

значения соответствуют [1], [2]. 

Пусть   – некоторое подмножество множества простых чисел  . Дополнение 
к   во множестве   обозначается через     Символом   обозначается также функция, 

определенная на множестве всех натуральных чисел   следующим образом:  ( ) – 

множество простых чисел, делящих натуральное число  . Для группы   и ее под-

группы   считаем, что  ( )    (| |) и  (   )    (|   |) Зафиксируем множество 

простых чисел  . Если  ( )   , то натуральное число   называется  -числом. 

Группа   называется  -группой, если  ( )   , и   -группой, если   ( )    . 
В этом случае  ( )     . 

Напомним, что субнормальным рядом группы G называется цепочка подгрупп 
 

 
                         (1) 

 

такая, что    нормальна в      для любого  . Фактор-группы         называются 

факторами субнормального ряда (1).  

Группа называется  -разрешимой, если она обладает субнормальным рядом (1), 

факторы которого являются либо разрешимыми  -группами, либо   -группами.  
Пусть   –  -разрешимая группа. Тогда она обладает субнормальным рядом (1), 

факторы которого являются либо   -группами, либо абелевыми  -группами. Наимень-

шее число абелевых  -факторов среди таких субнормальных рядов группы   называ-

ется производной  -длиной  -разрешимой группы   и обозначается через   
 ( ). Если 

 ( )   , то значение   
 ( ) совпадает со значением производной длины группы  . 

Данное понятие было предложено в 2006 г. В. С. Монаховым [3]. 
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Начальные свойства производной  -длиной  -разрешимой группы были по-

лучены Д. В. Грицуком, В. С. Монаховым и О. А. Шпырко в работе [4]. В частности, 

в данной работе доказано, что 
 

  ( )    
 ( )    

 ( ), 
 

где   ( ) и   
 ( ) –  -длина и нильпотентной  -длины  -разрешимой группы   соот-

ветственно. 

В данной статье приводится обзор оценок производной  -длины конечной  -раз-

решимой группы   в зависимости от строения ее  -холловой подгруппы. 

 

Производная π-длина π-разрешимой группы с заданной π-холловой подгруппой 

Первые исследования производной  -длины в зависимости от строения  -хол-

ловой подгруппы проведены в работе [4]. Как обычно,    и  ( ) – коммутант и центр 

группы   соответственно. 

Теорема 1 [4]. Пусть   –  -разрешимая группа,    – ее  -холлова подгруппа.  

1. Если    абелева, то   
 ( )   . 

2. Если (  )   (  ), то   
 ( )   .  

Напомним, что группой Шмидта называют ненильпотентную группу, в которой 

все собственные подгруппы нильпотентны. Свойства групп Шмидта перечислены, на-

пример, в [2, III.5]. Группа называется дедекиндовой, если все ее подгруппы нормальны.  

Следствие 1.1. Если в  -разрешимой группе   -холлова подгруппа дедекиндова, 

то   ( )    и   
 ( )   . 

Следствие 1.2. Если в  -разрешимой группе    -холлова подгруппа является 

группой Шмидта, то   
 ( )   . 

Напомним, что метабелевой называют группу, у которой коммутант абелев. 

Теорема 2 [4]. Пусть   –  -разрешимая группа с метабелевой  -холловой под-

группой. Если    , то   
 ( )   . 

В работе [5] исследована производная  -длина конечной  -разрешимой группы 

со сверхразрешимой  -холловой подгруппой. Доказана следующая теорема. 

Теорема 3 [5]. Если   –  -разрешимая группа, у которой коммутант  -холловой 

подгруппы нильпотентен, то   
 ( )            

 ( ). 

Дополнением к подгруппе   в группе   называется такая подгруппа  , что 

     и      . Ю. М. Горчаков [6] показал, что дополняемость всех подгрупп 

равносильна дополняемости подгрупп простых порядков. 

Группа, у которой все подгруппы дополняемы, называется вполне факторизу-

емой. В 1937 г. Ф. Холл [7] установил, что конечные группы, в которых дополняемы 

все подгруппы, исчерпываются сверхразрешимыми группами с элементарными абеле-

выми силовскими подгруппами. 

Следствие 3.1. Если   –  -разрешимая группа,  -холлова подгруппа которой 

вполне факторизуема, то   
 ( )   . 

Следствие 3.2. Если   –  -разрешимая группа со сверхразрешимой  -холловой 

подгруппой, то   
 ( )            

 ( ). 

Следствие 3.3. Если   –  -разрешимая группа, у которой  -холлова подгруппа 

является группой Миллера – Морено, то   
 ( )   . 

В 2014 г. получены оценки производной  -длины   
 ( ) группы   в зависимости 

от строения подгруппы    или  , где   – максимальная подгруппа из    [8]. 

Теорема 4 [8]. Пусть   –  -разрешимая группа и    –   -холлова подгруппа в  . 

Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) если    является группой Миллера – Морено, то   
 ( )   ; 
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2) если    является группой Шмидта, то   
 ( )   . 

Теорема 5 [8]. Пусть   –  -разрешимая группа в  ,    –  -холлова подгруппа 

и   – максимальная подгруппа в   . Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) если подгруппа   абелева, то   
 ( )   ; 

2) если подгруппа   абелева и холлова, то   
 ( )   ; 

3) если подгруппа   нильпотентна, то 
 

  
 ( )         (  )  (          ( )); 

 

4) если подгруппа   нильпотентна и холлова, то 
 

  
 ( )          ( )  ( )         (  ). 

 

Теорема 6 [8]. Пусть   –  -разрешимая группа,    –  -холлова подгруппа и    – 

максимальная подгруппа из   . Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) если   – группа Миллера – Морено, то   
 ( )   ; в частности, если   холлова, 

то   
 ( )   ;  

2) если   – группа Шмидта, то   
 ( )   ; в частности, если   холлова, 

то   
 ( )   . 

В работе [9] исследовано влияние 2-максимальной подгруппы  -холловой под-

группы  -разрешимой группы на оценки производной  -длины.  

Теорема 7 [9]. Пусть   –  -разрешимая группа,    –  -холлова подгруппа и    – 

2-максимальная подгруппа в   . Справедливы следующие утверждения.  

1. Если подгруппа   абелева, то 
 

  
 ( )    и   

 ( )   . 
 

2. Если подгруппа   нильпотентна, то 
 

  
 ( )            ( ) и   

а ( )         (  )(          ( )). 
 

Напомним, что число   свободно от  -х степеней, если    не делит   для всех 

простых  . При     говорят, что   свободно от квадратов, при     – от кубов. 

В работе [10] исследовались оценки производной  -длины  -разрешимой группы, у ко-

торой порядок  -холловой подгруппы свободен от  -ых степеней. 

Теорема 8 [10]. Пусть   –  -разрешимая группа.  

1) Если порядок  -холловой подгруппы свободен от кубов, то справедливы следу-

ющие утверждения: 

а) если    , то   
 ( )   ; 

b) если    , то   
 ( )   . 

2) Если порядок  -холловой подгруппы свободен от квадратов, то   разрешима 

и   
 ( )   . 

Теорема 9. Пусть   –  -разрешимая группа, а    –  -холлова подгруппа.  

1. Если    изоморфна симметрической группе   , то   
 ( )   . 

2. Если    изоморфна знакопеременной группе   , то   
 ( )   . 

3. Если    изоморфна симметрической группе   , то   
 ( )   . 

Доказательство. Очевидно, что фактор-группа       является  -холловой 

подгруппой фактор-группы    . По теореме 2.4 [1] 
 

         (    ). 
 

Если  ( )   , то    ( )   . По индукции   (     ( ))   . Так как 
 

  (     ( ))    ( )   , 
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то   ( )   . Поэтому можно считать, что  ( )   . 

Пусть       ( ). Так как    ( ), то   является нильпотентной группой. 

Тогда возможны шесть случаев. 

Случай, когда       и    . Тогда 
 

   ( )  ( )    , 
 

и по индукции   
 (   ( ))   . Так  ( ) является   -группой, то   

 (   ( ))    
 ( ) 

и   ( )   . Случаи, когда    , а  -холлова подгруппа    изоморфна либо   , 

либо    доказываются аналогично. 

Если       и     , то     ( )    . Причем    циклическая, поэтому 

  ( )   . По теоремe 2.8 [1] фактор-группа     изоморфна подгруппе группы 

автоморфизмов  , являющейся циклической группой порядка 2. Значит,   является 

*   +-подгруппой и     . Следовательно,   ( )   . 

Если       и     , то     ( )     и   ( )   . Так как фактор-группа 

    изоморфна подгруппе автоморфизмов группы   (   ), то       . Из того, 

что        получаем, что     . Значит,   ( )   . 

Если       и     , то     ( )    . Так как фактор-группа     изо-

морфна подгруппе группы   (   ), то       . Из того, что       , получаем, 

что     . Поэтому   ( )   . 

Для   
 ( )    известно, что 

 

 (  )    
 ( )    ( )   (  ). 

 

Поэтому, если       или      , то   
 ( )   . Если      , то   

 ( )   . 

Теорема доказана. 

Напомним, что  -группой называют группу, в которой каждая субнормальная 
подгруппа нормальна. Строение разрешимых  -групп описал В. Гашюц [11]. В частно-

сти, разрешимая  -группа сверхразрешима.   – класс всех нильпотентных групп,    – 

 -корадикал группы  , т. е. пересечение всех нормальных подгрупп группы  , фактор-

группы по которым принадлежат  . Известно, что если   является  -группой, то    – 

абелева холлова подгруппа нечетного порядка, все подгруппы из    – нормальны в  , 

   – дедекиндова. 

Теорема 10. Если  -холлова подгруппа  -разрешимой группы является  -группой, 

то   
 ( )   . 

Доказательство. Так как    является разрешимой  -группой, то    , - , 

где     
  – абелева холлова подгруппа нечетного порядка,   – дедекиндова группа. 

Если    , то    дедекиндова и, следовательно,   
 ( )   . 

Рассмотрим случай, когда    . Так как фактор-группа     является  -группой 
для произвольной неединичной нормальной подгруппы группы   [11], то для доказа-

тельства теоремы можем воспользоваться индукцией по порядку группы  . Поэтому 

для   ( ) можно считать, что 

 ( )     ( )   , 
 

а подгруппа Фиттинга  ( )    ( ) является единственной минимальной нормальной 

 -подгруппой в   и   ( ( ))   ( ). Так как   
  – абелева холлова подгруппа, то 

 ( )    
 . Из того, что  -холлова подгруппа группы    ( ) является дедекиндовой, 

получаем, что   (   ( ))   . Так как  ( )    ( ), то 
 

  (   ( ))    ( )   . 
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Поэтому   ( )   . 

Для   
 (   ( )) можно считать, что в   только одна минимальная нормальная 

подгруппа,    ( )   , 

 ( )    ( )   (  ( )) 
 

для некоторого простого     и   ( ( ))   ( ). Так как   
  – абелева и холлова 

подгруппа, то   
 =F(G). Так как    ( ) имеет дедекиндову холлову подгруппу    

 ( ), то   
 (   ( ))   .  ( )    

  – абелева холлова подгруппа нечетного порядка, 

поэтому  ( ( ))   . Следовательно,   
 ( )   . 

Теорема доказана. 

Обобщенным коммутантом группы   называется наименьшая нормальная под-

группа   группы  , такая, что     является группой с абелевыми cиловскими подгруп-

пами. Очевидно, что обобщенный коммутант совпадает с  -корадикалом группы  , 

где   – класс всех разрешимых групп с абелевыми силовскими подгруппами. 

Теорема 11. Пусть   –  -разрешимая группа, у которой обобщенный комму-

тант  -холловой подгруппы нильпотентен. Тогда 
 

  
 ( )  | (  )|            

 ( ). 
 

Доказательство. Применим индукцию к порядку группы  . Условия теоремы 

переносятся на фактор-группы, поэтому получаем, что 
 

   ( )     ( )   , 
 

в   существует единственная минимальная нормальная подгруппа, 
 

 ( )    ( )   (  ( )) 
 

для некоторого простого     и   ( ( ))   ( ).  

Пусть   – обобщенный коммутант  -холловой подгруппы   . Так как   явля-

ется нильпотентной группой, то   -холлова подгруппа     из   нормальна в    и, сле-

довательно, 

      ( ( ))   ( ). 
 

Поэтому       и   является  -группой. Так как   обобщенный коммутант  -холло-

вой подгруппы   , то силовская  -подгруппа       абелева для всех    . По теоремe 

2.4 [1]          для всех     * +. 

Таким образом, силовские  -подгруппы в группе   абелевы для всех     * +. 
Из определения производной  -длины получаем, что   

 ( )    для всех     * +. 

Поэтому         
 ( )    

 ( ).  

Так как в    * + все силовские абелевы, то 
 

   * +
 ( )  | (   * +)|  | (  )|   . 

 

Из свойств производной  -длины следует, что 
 

  
 ( )     * +

 ( )    
 ( ), 

 

поэтому 
 

  
 ( )  | (  )|            

 ( ). 
 

Теорема доказана. 
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Заключение 

Получение новых оценок производной  -длины конечной  -разрешимой группы 

имеет важное значение не только для теории конечных групп и их классов, а и в совре-

менной криптографии. В частности, полученные оценки будут полезны при получении 

новых шифров и новых криптосистем с высокой эффективностью и криптостойкостью. 

Найденные оценки производной  -длины конечной  -разрешимой группы могут 

стать основой для создания новых методов современной теории защиты информации 

и теории кодирования.  
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