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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ ОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВ 

СО СТРУКТУРНОЙ ГРУППОЙ – 

ГРУППОЙ ЛИ ДВИЖЕНИЙ ПРОСТРАНСТВА 𝑳𝟓 
 

Целью исследования является классификация однородных редуктивных пространств с фунда-

ментальной группой – группой Ли движений пространства 𝐿5 и всех их редуктивных дополнений, вы-

числение тензоров кривизны и кручения инвариантных аффинных связностей, найденных редуктивных 

однородных пространств. 

 

Differential Geometry of Homogeneous Spaces with Structure Group ‒ 

the Lie Group of Motions of the Space 𝑳𝟓 
 

The aim of the study is to classify homogeneous reductive spaces with a fundamental group – the Lie 

group of motions of the space 𝐿5 and all their reductive complements, to calculate the curvature and torsion 

tensors of invariant affine connections, found reductive homogeneous spaces. 

 

Введение 

Геометрия однородных пространств является объектом исследования многих 

отечественных и зарубежных ученых уже на протяжении более ста лет. В этой области 

работали Э. Картан, Г. Вейль, П. К. Рашевский, К. Номидзу, Ш. Кобаяси, В. И. Ведер-

ников, А. С. Феденко, И. В. Белько, В. Балащенко, С. Г. Кононов, А. А. Юдов и др. Среди 

однородных пространств особенно важные применения находит теория редуктивных 

однородных пространств с различными структурными группами, в частности, с груп-

пами Ли движений (псевдо)евклидовых пространств различной размерности. 

В работе исследуются однородные пространства, структурной группой которых 

является группа Ли движений пространства 𝐿5. 

 

1. Классификация редуктивных пространств с фундаментальной группой – 

группой Ли движений пространства 5L  

Определение 1. Однородное пространство / iH G  называется редуктивным, 

если алгебра Ли H  группы Ли H распадается в прямую сумму подпространств: 
 

iH m G  ,       (1) 
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причем подпространство m инвариантно относительно iGad , где iGad  – присоеди-

ненное представление алгебры Ли iG . 

Рассмотрим однородное пространство 
1/ SH , где 

1S  – подгруппа Ли группы Ли 

H вращений пятимерного лоренцева пространства, имеющая алгебру Ли  131 iS  , где 
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Для решения системы инвариантности по способу, описанному выше, будем 

сводить задачу к рассмотрению 10 случаев: 
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Таким образом, редуктивное дополнение  921 ,...,, XXXm   задается векторами: 
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3 12 17

4 16 17

5 14 17

6 19 17

7 8 17

8 10 17
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Используя таблицу коммутаторов и обозначая 13ia  , получим 
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Рассмотрим линейную комбинацию векторов 91,..., XX : 
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 (4) 

 

Сравнивая формулу (4) с первой формулой (3), получим: 
 

.0,0,0,0,0,0,0,0,1,0 111111111    
 

Сравнивая формулу (4) со второй формулой (3) получим: 
 

.0,0,0,0,0,0,0,0,0,1 222222222    
 

Сравнивая формулу (4) с третьей формулой (3), получим: 
 

.0,0,0,0,0,0,1,0,0,0 333333333    
 

Сравнивая формулу (4) с четвертой формулой (3), получим: 
 

.0,0,0,0,0,0,0,1,0,0 444444444    
 

Сравнивая формулу (4) с пятой формулой (3), получим: 
 

.0,0,0,0,1,0,0,0,0,0 555555555  t  
 

Сравнивая формулу (4) с шестой формулой (3), получим: 
 

.0,0,0,0,0,1,0,0,0,0 666666666  s  
 

Отметим, что остальные формулы не приводят к дополнительным условиям. 

Таким образом, в случае 01  система инвариантности имеет вид: 
 

.0,0,0,0,0,0  st  
 

В итоге получили, что векторы 91,..., XX  имеют вид:  
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Из условия линейной независимости следует, что 0r . Таким образом, полу-

чаем редуктивное дополнение в виде 
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Аналогично рассматриваются случаи 00 102  : 
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Таким образом, редуктивное дополнение  921 ,...,, XXXm   задается векторами: 
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Используя таблицу коммутаторов и обозначая 13ia  , получим 
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Рассмотрим линейную комбинацию векторов 91,..., XX : 
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 (7) 

 

Сравнивая формулу (7) с первой формулой (6), получим: 
 

.0,0,0,0,0,0,0,0,1,0 111111111    
 

Сравнивая формулу (7) со второй формулой (6), получим: 
 

.0,0,0,0,0,0,0,0,0,1 222222222    
 

Сравнивая формулу (7) с третьей формулой (6), получим: 
 

.0,0,0,0,0,0,1,0,0,0 333333333    
 

Сравнивая формулу (7) с четвертой формулой (6), получим: 
 

.0,0,0,0,0,0,0,1,0,0 444444444    
 

Сравнивая формулу (7) с пятой формулой (6), получим: 
 

.0,0,0,0,1,0,0,0,0,0 555555555  t  
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Сравнивая формулу (7) с шестой формулой (6), получим: 
 

.0,0,0,0,0,1,0,0,0,0 666666666  s  
 

Отметим, что остальные формулы не приводят к дополнительным условиям. 

Таким образом, в случае 02  система инвариантности имеет вид: 
 

.0,0,0,0,0,0  st  
 

В итоге получили, что векторы 91,..., XX  имеют вид: 
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Из условия линейной независимости следует, что 0r . Таким образом, полу-

чаем редуктивное дополнение в виде 
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Таким образом, редуктивное дополнение  921 ,...,, XXXm   задается векторами: 
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Используя таблицу коммутаторов и обозначая 13ia  , получим 
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iiaiaXa

iiaiaXa









 (9) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов 91,..., XX : 
 

           

 

 

1 7 10 1 9 10 1 12 10 1 16 10 1 14 10 1 19 10

1 8 10 1 13 1 17 1 7 1 9 1 12 1 16 1 14

1 19 1 8 1 13 1 17 10 1 1 1 1 1 1 1 .

i i i i i i i i i si i ti

i pi i i i i i i i

i i i i i s t p

         

       

              

           

         

          

 (10) 

 

Сравнивая формулу (10) с первой формулой (9), получим: 
 

.0,0,0,0,0,0,1,0 1111111    
 

Сравнивая формулу (10) со второй формулой (9), получим: 
 

.0,0,0,0,0,0,0,1 2222222    
 

Сравнивая формулу (10) с третьей формулой (9), получим: 
 

.0,0,0,0,1,0,0,0 3333333    
 

Сравнивая формулу (10) с четвертой формулой (9), получим: 
 

.0,0,0,0,0,1,0,0 4444444    
 

Сравнивая формулу (10) с пятой формулой (9), получим: 
 

.0,0,1,0,0,0,0,0 5555555  t  
 

Сравнивая формулу (10) с шестой формулой (9), получим: 
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.0,0,0,1,0,0,0,0 6666666  s  
 

Отметим, что остальные формулы не приводят к дополнительным условиям. 

Таким образом, в случае 03  система инвариантности имеет вид: 
 

.0,0,0,0,0,0  st  
 

В итоге получили, что векторы 91,..., XX  имеют вид: 
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Таким образом, редуктивное дополнение  921 ,...,, XXXm   задается векторами: 
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 (11) 

 

Сравнивая соответствующие формулы из таблицы коммутаторов с рассматри-
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ваемой линейной комбинацией векторов {𝑋1,…,𝑋9}, получаем систему инвариантности, 

которая имеет вид: 
 

.0,0,0,0,0,0  st  
 

В итоге получили, что векторы 91,..., XX  имеют вид: 
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Таким образом, редуктивное дополнение  921 ,...,, XXXm   задается векторами: 
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(12) 

Сравнивая соответствующие формулы из таблицы коммутаторов с рассматри-

ваемой линейной комбинацией векторов {𝑋1,…,𝑋9}, получаем систему инвариантности, 
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которая имеет вид: 

.0,0,0,0,0,0  st  
 

В итоге получили, что векторы 91,..., XX  имеют вид: 
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Таким образом, редуктивное дополнение  921 ,...,, XXXm   задается векторами: 
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 (13) 

 

Сравнивая соответствующие формулы из таблицы коммутаторов с рассматри-

ваемой линейной комбинацией векторов {𝑋1,…,𝑋9}, получаем систему инвариантности, 

которая имеет вид: 

.0,0,0,0,0,0  st  
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В итоге получили, что векторы 91,..., XX  имеют вид: 
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Таким образом, редуктивное дополнение  921 ,...,, XXXm   задается векторами: 
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(14) 

 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая 13ia  , получим 
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      
     
     
   
   
   
   
   
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

 (15) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов 91,..., XX : 
 

     

 

1 7 16 1 9 16 1 12 16 1 14 1 19 1 8 1 10 1 13 1 17 1 7

1 9 1 12 1 14 1 19 1 8 1 10 1 18 1 17 16 1 1 1 .

i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i

            

             

            

          
 (16) 

 

Сравнивая формулу (23) с первой формулой (22), получим: 
 

.0,,1,0 111    
 

Сравнивая формулу (23) со второй формулой (22), получим: 
 

.0,0,0,1 222    
 

Сравнивая формулу (23) с третьей формулой (22), получим: 
 

.1,0,0,0 2

333    
 

Система инвариантности противоречива. 
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Таким образом, редуктивное дополнение  921 ,...,, XXXm   задается векторами: 
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 (17) 

 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая 13ia  , получим 
 

      
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 (18) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов 91,..., XX : 
 

 
   

 

1 7 12 1 9 12 1 16 1 14 1 19 1 8 1 10 1 13 1 17 1 7 1 9

1 16 1 14 1 19 1 8 1 10 1 18 1 17 12 1 1 .

i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i

            

          

            

        
 (19) 

 

Сравнивая формулу (26) с первой формулой (25), получим: 
 

.0,,1,0 111    
 

Сравнивая формулу (26) со второй формулой (25), получим: 
 

.0,0,1 22    
 

Сравнивая формулу (26) с третьей формулой (25), получим: 
 

.133    
 

Система инвариантности противоречива. 
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Таким образом, редуктивное дополнение  921 ,...,, XXXm   задается векторами: 
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Используя таблицу коммутаторов и обозначая 13ia  , получим 
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Рассмотрим линейную комбинацию векторов 91,..., XX : 
 

 1 7 9 1 12 1 16 1 14 1 19 1 8 1 10 1 13 1 17 1 7 1 12 1 16

1 14 1 19 1 8 1 10 1 8 1 17 9 1 .

i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i

            
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            

      
(22) 

 

Сравнивая формулу (4.29) с первой формулой (4.28), получим: 
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.1,,1 2

11    

Получили противоречие. 
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Таким образом, редуктивное дополнение  921 ,...,, XXXm   задается векторами: 
 

 

.
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,

,

,

,

,

,

,

179

138

107

86

195

144

163

122

91

iX

iX

iX

iX

iX

iX

iX

iX

iX



















 
                                              

(23) 

 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая 13ia  , получим 
 

    
   
   
   
   
   
   
   
    .0,,

,0,,

,0,,

,0,,

,,,

,,,

,,,

,,,

,,,

179

138

107

86

14195

19144

12163

16122

791



















iaXa

iaXa

iaXa

iaXa

iiaXa

iiaXa

iiaXa

iiaXa

iiaXa

 (24) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов 91,..., XX : 
 

 
1711311018119114116112191 iiiiiiiii    (25) 
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Сравнивая формулу (25) с первой формулой (24), получим: .10   Система ин-

вариантности противоречива. 

В итоге получим следующие инвариантные подпространства: 
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
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




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2. Тензоры кривизны и кручения канонической связности на редуктивных 

однородных пространствах 

Будем вычислять тензоры кривизны и кручения канонической связности на ре-

дуктивных однородных пространствах с фундаментальной группой – группой Ли дви-

жений пространства 5L . 

Свойства тензора кривизны и кручения канонической связности характеризуется 

следующей теоремой. 

Теорема 1 [1, с. 180, теорема 2.6]. Пусть P  есть G -инвариантная структура 

на редуктивном однородном пространстве /G H  с разложением G = mH  . Для тен-

зора кручения T  и тензора кривизны R  канонической связности в P  мы имеем: 

(1) mYXYXT ],[),( 0   для mYX , . 

(2) ],],[[)),(( 0 ZYXZYXR
H

  для mZYX ,, . 

(3) 0T . 

(4) .0R  

Тензоры кривизны и кручения играют важную роль при исследовании свойств 

данной связности, поскольку они определяют связность с помощью структурных фор-

мул Э. Картана. Воспользуемся теоремой 1 и получим формулы для тензоров кривизны 

и кручения соответствующей канонической связности в исследуемых редуктивных од-

нородных пространствах. 

Рассмотрим группу Ли 
1S  с алгеброй Ли  131 iS  , которая является подгруппой 

Ли группы Ли G движений пятимерного пространства Лоренца.  

Рассмотрим редуктивное однородное пространство 
1/ SH , которое имеет ре-

дуктивное разложение mSH 
1

, где 
 

 .,,,,,,,, 19171410138161297 iiiisiiiiiim 
 

 

Выберем в редуктивном дополнении m  базис: 
 

.,,,,,,,, 19917814710613851641239271 ieieieiesiieieieieie   
 

Тогда согласно теореме 1 тензоры кручения получим по формуле 

mYXYXT ],[),( 0   для mYX , , а тензоры кривизны – по формуле 
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],],[[)),(( 0 ZYXZYXR
H

  для mZYX ,, . Таким образом, координату 
i
jkT  

тензора кручения получим как i-ю координату разложения вектора mkj ee ],[ , по ба-

зису  19171410138161297 ,,,,,,,, iiiisiiiiiiB   редуктивного дополнения m . Координату 

i
ljkR ,  тензора кривизны получим как i-ю координату разложения вектора 

],],[[ lGkj eee
i

  по базису В редуктивного дополнения m . 

Производя соответствующие вычисления, получаем теорему. 

Теорема 2. Для канонической связности редуктивного однородного простран-

ства 
1/ SH  тензор кручения имеет только следующие, отличные от нуля, координаты: 

 

,1,1,1,,1,

,1,1,1,1,1,1,1,1

8

6,5

8

9,4

9

8,4

7

9,5

11

8,5

9

7,5

8

6,5

8

9,4

9

8,4

7

8,3

6

9,2

9

6,2

6

5,7

7

6,1





TTTsTTsT

TTTTTTTT
 

 

при этом тензор кручения кососимметричен по нижним индексам. 

Теорема 3. Для канонической связности редуктивного однородного простран-

ства 
1/ SH  тензор кривизны имеет только следующие, отличные от нуля, координаты: 

 

1,1,1,1,1,1 7

9,8,6

9

7,8,6

3

4,8,6

4

3,8,6

1

2,8,6

2

1,8,6  RRRRRR , 
 

при этом тензор кривизны кососимметричен по первым двум нижним индексам. 

 

Заключение 

В работе решены следующие задачи: 

1) исследованы канонические связности на полученных редуктивных однород-

ных пространствах; 

2) вычислены тензоры кривизны и кручения инвариантных аффинных связностей 

найденных редуктивных пространств. 

Результаты работы могут быть применены для решения аналогичных задач 

в других евклидовых пространствах, а также в научно-исследовательской работе 

по дифференциальной геометрии и в теоретической физике. 
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