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МЕТОД ИТЕРАЦИЙ ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ 

ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ С НЕОГРАНИЧЕННЫМ ОПЕРАТОРОМ 

В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

 
В гильбертовом пространстве для решения операторных уравнений первого рода с неограни-

ченным линейным и самосопряженным оператором предлагается неявный итерационный метод. Изучен 

случай неединственного решения уравнения. Показано, что в этом случае метод сходится к решению 

с минимальной нормой. Для предложенного метода доказана сходимость в энергетической норме гиль-

бертова пространства, получены априорные оценки погрешности. Использование энергетической нормы 

позволяет сделать метод эффективным и тогда, когда нет сведений об истокообразной представи-

мости точного решения уравнения. 

 

Iteration Method for Approximate Solution of Linear Equations 

with Unbounded Operator in the Hilbert Space 
 

In the Hilbert space for the solution of operator equations of the first kind with unlimited linear and 

self-adjoint operators to offer an implicit iterative method. The case of nonunique solutions of the equation. It is 

shown that in this case the method converges to the solution with a minimum norm. To prove the convergence of 

the proposed method in the energy norm of the Hilbert space, apriori error estimates. The use of the energy norm 

can make the method effective and when there is no information about sourcewise representation of the exact 

solution of the equation. 

 

1. Постановка задачи 

Будем рассматривать в гильбертовом пространстве H  операторное уравнение 
 

Ax = y                                     (1) 
 

с неограниченным линейным и самосопряженным линейным и самосопряженным опе-

ратором A , для которого нуль принадлежит спектру оператора A , но не является его 

собственным значением. При сделанных предположениях задача о разрешимости 

уравнения (1) является некорректной. Если точное решение уравнения (1) все же суще-

ствует, то для его отыскания естественно пытаться применить различные итерационные 

схемы [1–6]. В настоящей работе предлагается неявный итерационный метод 
 

  4 3

1 ,n nA B x Bx A y   0 0x  . (2) 
 

Здесь B  – ограниченный вспомогательный положительный и самосопряженный опе-

ратор, который выбирается для улучшения обусловленности. В качестве B  возьмем 

оператор ,0,  bbEB  E  – тождественный оператор. Обычно правая часть уравнения (1) 

известна с некоторой точностью ,  т. е. известен y , для которого  yy . По-

этому вместо (2) приходится рассматривать приближения 
 

  4 3

1,δ ,δ δn nA B x Bx A y   , 0, 0x   . (3) 
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2. Сходимость метода в энергетической норме 

Сходимость методов (2) и (3) в исходной норме пространства H была изучена 

в работе [7]. Там показано, что метод (3) сходится при условии 0b , если число ите-

раций n  выбирать в зависимости от уровня погрешности   так, чтобы 
1

4δ 0n   

при n , 0 . В предположении, что точное решение уравнения (1) истокообразно 

представимо, в [7] получены априорные оценки погрешности метода и априорный мо-

мент останова. В случае, когда нет сведений об истокообразной представимости точного 

решения, затруднительно получить априорные оценки погрешности и априорный мо-

мент останова. И тем не менее метод (3) можно сделать вполне эффективным, если 

воспользоваться энергетической нормой гильбертова пространства ),( xAxx
A
 , где 

Hx  [9–10]. Покажем сходимость метода (3) в энергетической норме и получим для 

него априорные оценки погрешности в энергетической норме гильбертова пространства. 

Рассмотрим разность 

 

(4) 

 

Запишем первое слагаемое в виде 1 4 4( ) ( ) .n n n n

nx x A B A B y B A B x        

Как было показано в [7], nxx   бесконечно мало в исходной норме гильбертова 

пространства H  при ,n  но скорость сходимости при этом может быть сколь 

угодно малой, и для ее оценки требовалось дополнительное предположение об истоко-

образной представимости точного решения. При использовании энергетической нормы 

нам это предположение не понадобится. Действительно, с помощью интегрального 

представления самосопряженного оператора 




 ,dEA  где E  соответствующая 

спектральная функция, имеем 
 

 
2

2 4 4

λ4
( ) , ( ) λ ( , ).

λ

n

n n n n

n А

b
x x AB A B x B A B x d E x x

b



 



 
      

 
  

 

Для оценки интересующей нас нормы найдем максимум подынтегральной 

функции 

2

4
(λ) λ

λ

n
b

f
b

 
  

 
при ).;(   Функция )(f  частный случай при 

12 s  функций, оцененных в [7]. Там показано, что при условии 0b  

 

1

4

λ ;

max ( ) .
16

b
f x

n  

 
  
 

 Следовательно, справедлива оценка 

1

42 2
.

16
n A

b
x x x

n

 
   

 
 Отсюда 

1

8

.
16

n A

b
x x x

n

 
   

 
 Таким образом, переход к энергетической норме как бы заменяет 

предположение об истокопредставимости порядка 
2

1
2 s  для точного решения. 

Оценим второе слагаемое в (4). Как показано в [7], справедливо равенство 
 

1 4

, δ( ) ( ).n n

n nx x A E B A B y y

         

).()( ,,   nnnn xxxxxx
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Воспользовавшись интегральным представлением самосопряженного оператора, полу-

чим  
2

2 1

, λ δ δ4
λ 1 ( ), .

(λ )

n

n n nA

b
x x d E y y y y

b








 
     

 
  Обозначим через 

2

1

4
( ) λ 1

(λ )

n

n

b
g

b
   

  
 

 подынтегральную функцию, а через 1

1 4
( ) λ 1 ,

(λ )

n

n

b
g x

b

  
  

 
 

тогда 1 4
(λ) (λ) 1 .

(λ )

n

n

b
g g

b

 
  

 
 Функция )(1 g  была оценена в [7], где показано, 

что при условии 0b  

1

4

1(λ) 4 .
n

g
b

 
  

 
 При 0b  имеем 

4
1

λ

b

b



 для ),;(   

поэтому 
4

1 1.
(λ )

n

n

b

b
 


 Отсюда 

1

4

(λ) 4 .
n

g
b

 
  

 
 Таким образом, 

2 2

,δ

1
4

4 δ ,n n A

n
x x

b

 
   

 
 следовательно, 

1
8

,δ 2 δ,n n A

n
x x

b

 
   

 
 .1n  Поскольку 

1

8

,δ ,δ 2 δn n n n nA AA A

n
x x x x x x x x

b

 
         

 
 

 

и ,0
Anxx  ,n  то для сходимости ,0,   Anxx  n  достаточно, 

чтобы 
1

8δ 0,n   n , .0  

Итак, доказана 

Теорема 1. При условии 0b  итерационный метод (3) сходится в энергети-

ческой норме гильбертова пространства, если число итераций n выбирать из условия 
1

8δ 0n   при n , .0  

Запишем теперь общую оценку погрешности для метода (3) в энергетической 

норме 

 

 

 (5) 

 

Оптимизируем оценку (5) по n . Для этого при заданном   найдем такое зна-

чение числа итераций n , при котором оценка погрешности становится минимальной. 

Приравняв нулю производную по n от правой части неравенства (5), получим  

 

 

 (6) 
 

Подставив оптn  в оценку (5), найдем ее оптимальное значение  
 

 

 (7) 

 
 

Таким образом, справедлива 

1 1

8 8

,δ 2 δ.
16

n A

b n
x x x

n b

   
     

   

7 5
4 42 2

опт 2 2 δ .n b x
 



опт

,δ

15 1
24 2

2 δ .n A
x x x 
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Теорема 2. Оптимальная оценка погрешности для метода (3) при условии 0b  

в энергетической норме имеет вид (7) и получается при onmn  из (6). 

Замечание 1. Оптимальная оценка погрешности не зависит от параметра b . 

Но onmn  зависит от b , и поскольку 0b , то за счет его выбора можно получить 

1onmn , т. е. оптимальная оценка погрешности будет достигаться уже на первом 

шаге итераций. Для этого достаточно взять 
7 5

4 42 22 δonmb k x


 . 

Рассмотрим вопрос о том, когда из сходимости в энергетической норме следует 

сходимость в обычной норме гильбертова пространства H . Очевидно, для этого до-

статочно, чтобы при некотором фиксированном   )0( A  было 0xP , 

0,  nxP , где 


 

0

dEP . Так как  1 4

,δ δ

n
n

nx A E B A B y


    
  

, то для выполнения 

последнего из указанных условий должно выполняться условие 0 yP . Таким обра-

зом, если решение x  и приближенная правая часть y  таковы, что 0xP  и 0 yP , 

то из сходимости ,nx  к x  в энергетической норме вытекает сходимость в исходной 

норме гильбертова пространства H  и, следовательно, для сходимости в исходной 

норме гильбертова пространства H  не требуется истокообразной представимости точ-

ного решения. 

Для решения уравнений с несамосопряженным или неположительным, но огра-

ниченным оператором A  следует перейти к уравнению yAAxA **  . Тогда при при-

ближенном элементе y  метод (3) примет вид 
 

    
4 3

* * *

1,δ ,δ δn nA A B x Bx A A A y   , 0,0 x . 

 

3. Сходимость метода в случае неединственного решения 

Ниже считаем, что нуль является собственным значением оператора A , следо-

вательно, уравнение (1) имеет неединственное решение. 

Обозначим через    0|  AxHxAN ,  AM  – ортогональное дополнение 

ядра  AN  до H . Пусть  xAP  – проекция Hx  на  AN , а  xAП  – проекция 

Hx на  AM . Справедлива 

Теорема 3. Пусть 0*  AA , MA  , Hy , 0b , тогда для итерацион-

ного метода (2) верны следующие утверждения: 

а)  yAПAxn  ,   yAxyAIyAx
Hx

n 

inf, ; 

б) итерационный метод (2) сходится тогда и только тогда, когда уравнение 

 yAПAx   разрешимо. В последующем случае   *
0 xxAPxn  , где *x  – мини-

мальное решение. 

Доказательство. Применим оператор A  к (2), получим 

 4 4

1n nA A B x ABx A y   , где    yAПyAPy  . Так как   0yAAP , то получим 

       4

1n nA B Ax П A y B Ax П A y    . Обозначим   nn vyАПAx  ,  AMvn  , 

тогда  4

1n nA B v Bv   . Отсюда  
1

4

1n nv B A B v


  , следовательно, 
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 4

0

n
n

nv B A B v


  . Имеем 0A  и A  – положительно определен в  AM , 

т. е.   0, xAx   AMx . Так как 0b , то 4 1( ) 1B A B   , поэтому справедлива 

цепочка неравенств 

 
 

   

   

0 0

0

0

0

4

0 λ 0
4

0

ε ε

λ 0 λ 0 λ 0
4 4

0 ε 0

0 0 ε 0 0 0

ε

λ

λ λ

ε ε 0

A n
n

n

n n

An n

n n

A

n n

b
v B A B v dE v

b

b b
dE v dE v dE v

b b

q dE v E v q v



   


   
 

   



  



 

при n , 0ε 0 . Здесь  04
ε 1

b
q

b
 


 при  A,0 . Следовательно, 0nv , 

откуда  yAПAvn   и    HAyAП  . Отсюда    yyAПyAxn  

   yAIyAP ,  см. [8]. Итак, утверждение a) доказано. 

Докажем утверждение б). Пусть процесс (2) сходится. Покажем, что уравнение 

 yAПAx   разрешимо. Из сходимости   Hxn   к Hz  и из а) следует, 

что  yAПAzAxn  , следовательно,    HAyAП  , и уравнение   AxyAП   раз-

решимо. 

Пусть теперь    HAyAП   (уравнение   AxyAП   разрешимо), следова-

тельно,   *AxyAП  , где *x  – минимальное решение уравнения yAx   (оно един-

ственно в )(AM ). Тогда (2) примет вид 

   

     

4 3 4 *

1 1

4 4 4 * 4 4 *

1 1 1 1 .

n n n

n n n n

A B x Bx A П A y Bx A x

A B x A x A x A B x A x x

 

   

     

       
 

Отсюда    
1

4 4 *

1 1n n nx x A A B x x


     . Последнее равенство разобьем на два: 
 

            
1

4 4 *

1 1 1 0n n n nP A x P A x A B A P A x x P A x P A x


        , 

          

           

1
4 4 *

1 1 1

1 1
4 4 * 4 4 *

1 1 1 ,

n n n n

n n n

П A x П A x A B A П A x x П A x

A B A П А x П А x П A x A B A x П А x



  

 

  

     

            

 

 

т. к.  AMx *
. Обозначим   *xxAП nn  , тогда из равенства 

       
1

* * 4 4 *

1 1n n nП A x x П A x x A B A x П А x


 
         получим 

   
1 1

4 4 4

1 1 1n n n nA B A B A B   
 

       , и, аналогично nv , можно показать, что 

0n , n . Таким образом,   *xxAП n  . Отсюда 

      *
0 xxAPxAПxAPx nnn  . Теорема 3 доказана. 
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Замечание 2. Так как 00 x , то *xxn  , т. е. итерационный процесс (2) 

сходится к нормальному решению, т. е. к решению с минимальной нормой. 
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