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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ 

ДЛЯ СИСТЕМЫ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

С ПРОИЗВОДНЫМИ КАПУТО 

 
Разработан модифицированный метод осреднения функциональных поправок приближенного 

решения задачи Коши для системы нелинейных дифференциальных уравнений с дробными производными 

Капуто. Получены условия существования приближенного решения, а также оценка разности между 

точным и приближенным решением указанной задачи. 

 

An Approximate Solution to the Cauchy Problem 

for a System Nonlinear Differential Equations with Derivatives Kaputo 
 

A modified method of averaging functional corrections for the approximate solution of the Cauchy 

problem for a system of nonlinear differential equations with fractional Caputo derivatives is developed. Condi-

tions for the existence of an approximate solution are obtained, as well as an estimate of the difference between the 

exact and approximate solution of the indicated problem. 

 

Введение 

Актуальной проблемой математического моделирования является проблема 

адекватности математических моделей исследуемым объектам. Объекты моделирования 

традиционно изучались посредством использования классического математического 

анализа, в частности аппарата интегро-дифференциальных уравнений в обыкновенных 

и частных производных. В то же время поведение ряда объектов и процессов приводит 

к необходимости разрабатывать уточненные модели с привлечением математического 

анализа нецелых порядков. Последний основан на систематическом использовании по-

нятий производных и интегралов, порядки которых не являются натуральными числами, 

а могут быть дробными, иррациональными или комплексными. 

В теории дробного интегро-дифференцирования особое значение приобретают 

вопросы существования решений краевых задач для линейных и нелинейных диффе-

ренциальных уравнений с дробными производными в различных функциональных 

пространствах, которые достаточно полно исследованы в [1–3] для дробных произ-

водных Римана – Лиувилля. В то же время важный интерес для практического прило-

жения теории дробного интегро-дифференцирования представляет определение произ-

водной дробного порядка по Капуто [4]: 
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где  , Re 0, [Re( )] 1C n       при {1,2,...}  , и n   при  , 
a

D f


 – 

дробная производная Римана – Лиувилля [1]. 
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Преимуществом определения дробной производной по Капуто является более 

естественное решение проблемы начальных условий при решении дифференциальных 

уравнений нецелых порядков. Условия существования единственных решений задач 

Коши для линейных и нелинейных дифференциальных уравнений и их систем получены 

в [5–7]. 

С точки зрения приложений важной задачей является также разработка прибли-

женных методов решения задач типа Коши и Коши для дифференциальных уравнений 

с дробными производными. Метод приближенного решения задачи типа Коши для не-

линейного дифференциального уравнения с дробной производной Римана – Лиувилля 

предложен в [8], а задачи Коши для нелинейного дифференциального уравнения 

с дробной производной Капуто – в [9]. В то же время указанные методы не применимы 

для задач Коши для дифференциальных уравнений с дробными производными Капуто 

порядков 0 1  . 

В настоящей работе предложена модификация метода осреднения функцио-

нальных поправок [10] приближенного решения задачи Коши для системы нелинейных 

дифференциальных уравнений с дробными производными Капуто (1) порядков 

0 1
i

  . 

 

Постановка задачи 

Рассмотрим задачу Коши для системы нелинейных дифференциальных уравнений 
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с начальными условиями 
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Пусть функции :
i

f D  непрерывны на множестве 
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где 
i

b  определяются из начальных условий (3); при этом 
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Согласно [5] при выполнении условий (5) задача Коши (2) – (3) равносильна си-

стеме интегральных уравнений 
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Для построения приближенного решения системы уравнений (6) положим 
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где 0h  , a h b  . Подставляя выражения 
1
( )

i
y x  в (8), получим для определения 

1i
p  

систему уравнений 
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Предположим, что система (9) имеет решение 
11 1

( , , )
m

p p  (условия существо-

вания и критерий выбора 
1i

p   будут рассмотрены позже), причем 
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Во втором приближении положим 
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где 
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На основании (7) и (10) 
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поэтому согласно (11) для определения 
2i

p  получаем систему уравнений 
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Продолжая таким же образом, в s-ом приближении положим 
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В силу последнего равенства 
is

p  определяются из системы уравнений 
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В приближенной формуле, принятой за окончательную, можно положить h , 

равным расчетному значению x a , или принять h b a  . 

 

Условия существования приближенного решения задачи Коши 

Для установления условий существования приближенного решения задачи Коши 

(2) – (3) к условию (5) добавим дополнительное условие: липшицевость функции 
i

f  

относительно переменной 
i

y  ( 1,2, , )i m : 
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Теорема 1. Пусть 0 1
i

  , функции :
i

f D  ( 1,2, , )i m  непрерывны 

на множестве D , определяемом условием (4), и удовлетворяют условиям (5) и (16). 

Пусть 
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Тогда система уравнений (9) имеет единственное решение 
11 1

( , , )
m

p p , удовле-

творяющее условию 
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а система уравнений (15) имеет единственное решение 
is

p , удовлетворяющее условию 
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Доказательство. Введем обозначения: 
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Учитывая (5) и (17), получим: 
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Значит, система уравнений ( ) 0
i

c   ( 1,2, , )i m  имеет решение 
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Из (20) и (21) следует, что 
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и аналогично 
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и что существует единственное решение системы уравнений ( ) 0
s i

с  , удовлетворя-

ющее условию (19). Теорема доказана. 

 

Пусть на отрезке [ ; ]a a h  
 

 
1 1
( )

i i i
y x p   , 0

i
  , (22) 

 
1

1

( 2)
1

( 2)

i

i i

i

i

Lh

Lh











 
  

 ( 1,2, , )i m . (23) 

 

Теорема 2. Пусть 0 1
i

  , функции :
i

f D  ( 1,2, , )i m  удовлетворяют 

условиям теоремы 1 и выполняются неравенства (22), (23). Тогда каждая из последова-

тельностей функций (14) равномерно сходится на отрезке [ ; ]a a h  к функции 
i

y  со-

ответственно, при этом 
1

( , , )
m

y y  является решением задачи Коши (2) – (3). 

Доказательство. Из (13) на основании условий (16) и (22) имеем: 
 

 
2 1

2 1

( )

( ) ( ) i

a h x

i i ii

i

a ai

y t p pL
p dx dt

h x t






 
 

    

 

 
2 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( 2) ( 2)

i i

i i

a h x a h x

i i i ii i i i

a a a ai i i i

L p L p hL L hdt dt
dx dx

h x t h x t

 

 

 

   

 

 
   

            ( 1,2, , )i m , 

 

откуда 

 
2

( 2) ( 1)

1 1
( 2) ( 1)

i i

i i

i i i

i

i i

i i

i i

i i

L h Lh

p
Lh Lh

 

 




 


 


   

 

 
   

 ( 1,2, , )i m , (24) 

 

где 
i
  определяется равенством (23). 

Из (12) на основании неравенств (16), (22) и (24) получим: 
 

 2 1

2 1

( ) ( 2)
( )

( ) ( ) ( 1) ( 1)
1

( 2)

i

i i
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i i

x

i i ii i i i i

i

iai i i

i

L h

y t p pL L h Lh
x dt
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
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

 


  





   
   
     


 

  

 

 
( 2) ( 1)

( 1)
1 1

( 2) ( 2)

i i

i

i i

i i i i

i i i

i

i ii

i i

L h L h

Lh

Lh Lh

 



 

 

 




 

 
    
   

         

 ( 1,2, , )i m , 

поэтому 

 
2 2
( )

i i i i
x p     ( 1,2, , )i m . (25) 

 

Исходя из (15) при 3s   с учетом (16) имеем: 
 

 
2 3 2

3 1

( )

( ) ( ) i

a h x

i i ii

i

a ai

t p pL
p dx dt

h x t










 


    

 

и из неравенства (25) получаем: 
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3

( 2)

1
( 2)

i

i

i

i

i

i i

i

i

Lh

p
Lh












 



 

 ( 1,2, , )i m . 

Тогда 

 2 3 2

3 1

( ) ( 1)
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1

( 2)

i
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i
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i i ii i

i i
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




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 





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 
 


 

 , 

 

поэтому 2

3 3
( )

i i i i
x p     ( 1,2, , )i m . 

Вообще, если 

 3

1

( 2)

1
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i

i

i

i
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is i

i
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p
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
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




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
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1

( 1)
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1
( 2)

i

i

i

i

si

is i

i

i

Lh

x
Lh








 







 



 

, 

то 

 2

1 1
( ) s

is is i i
x p   

 
  , 

и из (15) следует оценка: 
 

 2 2( 2) ( 1)

1 1
( 2) ( 1)

i i

i i

i i

i i

s si i

is i i i

i i

i i

Lh Lh

p
Lh Lh

 

 

 
 

  

 

 


   
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 
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 ( 1,2, , ; 3,4, )i m s  . 

Тогда 

 2( 1)
( )

1
( 2)

i

i

i

i

si

is i

i

i

Lh

x
Lh








 



 



 

 ( 1,2, , ; 3,4, )i m s  . 

 

Следовательно, в силу неравенства (23) при s  функция 
is

y  на отрезке 

[ ; ]a a h  равномерно стремится к предельному значению 
i

y  ( 1,2, , )i m , причем 

1
( , , )

m
y y  является решением системы уравнений (6). Теорема доказана. 

 

Оценка модуля разности точного и приближенного решения задачи Коши 

Теорема 3. Пусть 0 1
i

  , функции :
i

f D  ( 1,2, , )i m  удовлетворяют 

условиям теоремы 2. Тогда функции (14) приближают решение 
1

( , , )
m

y y  задачи Коши 

(2) – (3) на отрезке [ ; ]a a h  так, что выполняются неравенства 
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где 

 
( 2)

( 1)( 2)

i

i i

i

i i

Lh



 

  

  

 ( 1,2, , )i m . 

 

Доказательство. Используя (7), (8) и неравенство (16), получим: 
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Из (10) и (16) следует, что 
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В силу (24) и (27) 
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Так как согласно (6), (14) и (16) 
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то из (19) и неравенства 
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следует, что 
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Теорема доказана. 

Численный пример. Рассмотрим задачу Коши для системы дифференциальных 

уравнений 
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2
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1
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100
x
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, (28) 

 

точное решение которой 
2

1
( )y x x , 

2
( )y x x . 

В результате реализации рассмотренного выше метода посредством программ-

ного пакета Mathematica, уже во втором приближении получим приближенное решение 

 1 2
,y y  задачи (28): 

 

     
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2 2 2 22

1
( ) 3150 120 8 21 70 45 4 4 15y x x x x x x x x 

 
      


 

 

   
3

3 229 525 64 20 8 35 :x x x x 

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2
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
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

. 

 

В таблице 1 и таблице 2 приведены значения точных и приближенных решений, 

а также их разности в отдельных точках отрезка 
1

0,
100

 
 
 

. 

 

Таблица 1 
x  0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 

1
( )y x  0 64 10  51,6 10  53,6 10  56,4 10  

41 10  

1
( )y x  0 64,000094 10  51,60076 10  53,6026 10  56,40621 10  41,00122 10  

1 1
( ) ( )y x y x  0 109,3694 10   97,6051 10   82,5959 10   86,2126 10   71,2238 10   

 

Таблица 2 
x  0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 

2
( )y x  0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 

2
( )y x  0 31,9999 10  

33,9999 10  
35,9999 10  

37,9999 10  
39,9999 10  

2 2
( ) ( )y x y x  0 111,6693 10  

101,8271 10  
107,3524 10  

91,9653 10  
94,19914 10  
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