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ФОРМУЛА БЕТЕ – ВАЙЦЗЕККЕРА. ОБЗОР И ПОДБОР КОЭФФИЦИЕНТОВ 

 
Выполнен обзор различных наборов коэффициентов в формуле Бете – Вайцзеккера как в тради-

ционной форме (с пятью слагаемыми), так и расширенных вариантов. Определены коэффициенты, 

обеспечивающие самую высокую точность в традиционном и расширенных вариантах формулы. Произ-

ведены расчеты коэффициентов традиционной формулы с различными вариантами кулоновской по-

правки и поправки спаривания как с помощью метода наименьших квадратов, так и с помощью мето-

дов наименьших квадратов удельной энергии связи, наименьших квадратов относительных отклонений 

и комбинированным методом. Наибольшую точность по выбранному в работе критерию обеспечивают 

метод наименьших квадратов удельной энергии связи и метод наименьших квадратов относительных 

отклонений. 

Ключевые слова: энергия связи, формула Бете – Вайцзеккера, коэффициенты, метод наимень-

ших квадратов. 

 

The Bethe – Weizsäcker Formula. Review and Selection of Coefficients 
 

Various sets of coefficients in the Bethe – Weizsäcker formula are reviewed, both in the traditional form 

(with five terms) and in extended variants. The coefficients that provide the highest accuracy in the traditional 

and extended versions of the formula are highlighted. The coefficients of the traditional formula with various 

variants of the Coulomb correction and the pairing correction are calculated using the least squares method, as 

well as the least squares of the specific binding energy, least squares of relative deviations, and the combined 

method. The method of least squares of the specific binding energy and the method of least squares of relative 

deviations provide the highest accuracy according to the criterion chosen in the work. 

Key words: binding energy, Bethe – Weizsäcker formula, coefficients, least squares method. 

 

Введение 

Полуэмпирическая формула Бете – Вайцзеккера позволяет вычислять с неболь-

шой погрешностью энергию связи и массу атомного ядра в основном состоянии 

по массовому и зарядовому числу. Эта формула основывается на капельной модели яд-

ра [1]. Впервые она была предложена Вайцзеккером [2] и модифицирована Бете [3] 

и другими физиками. Формула опирается частично на теорию, частично – на эмпириче-

ские измерения, поэтому ее называют полуэмпирической. В своей традиционной форме 

формула Бете – Вайцзеккера содержит пять слагаемых: объемную, поверхностную, ку-

лоновскую энергию, энергию асимметрии и энергию спаривания. Выражение для трех 

из этих энергий в традиционной формуле: 
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Для кулоновской энергии обычно используют одно из двух выражений: 
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первый случай соответствует непрерывному распределению заряда, второй – распреде-

лению заряда в форме точечных протонов. 

Для энергии спаривания обычно используется одно из двух выражений с разны-

ми показателями степени А: 
 

                                                   
1/2

p pE a A    или 
3/4 ,p pE a A  

    
(3) 

 

где 
 

    δ = {1, N – четное, Z – четное; 0, А – нечетное; –1, N – нечетное, Z – нечетное}.      (4)
 

 

В соответствии с этим будем выделять 4 варианта традиционной формулы Бете – 

Вайцзеккера: 
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Позже разные авторы предлагали расширенные варианты формулы Бете – 

Вайцзеккера, дополненные дополнительными членами либо с измененной зависимо-

стью различных слагаемых от А и Z для повышения точности. 

Целями представленной работы являются проверка точности предсказаний тра-

диционной формулы Бете – Вайцзеккера и расширенной формулы Бете – Вайцзеккера 

для различных наборов коэффициентов, предлагаемых в литературе, а также расчет ко-

эффициентов для четырех вариантов традиционной формулы различными способами 

и определение самого точного набора коэффициентов и варианта традиционной фор-

мулы Бете – Вайцзеккера для данного массива нуклидов. 

 

Анализ существующих наборов коэффициентов в традиционной формуле 

Бете – Вайцзеккера 

Для проверки точности предсказаний формулы Бете – Вайцзеккера вычислялась 

относительная погрешность энергии связи, рассчитанной по формуле Бете – Вайцзек-

кера в сравнении со значением, вычисленным из экспериментальных значений массы 

атома для 79 нуклидов с не слишком малым значением массового числа, что является 

условием применимости капельной модели, на которой основана формула: от Ne
20

 

до Сm
242

. Затем находилось среднее арифметическое по всем нуклидам 
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Энергия связи по массе атома вычислялась по формуле: 
 

                                    1931,4940038( ( ) )b n aH
E ZM A Z M M    МэВ.                            (10) 

 

Данные по массам атомов брались из [4]. Результаты представлены в таблице 1.  

 

Таблица 1. – Значения коэффициентов в формуле Вайцзеккера 
 

Источник 

 

aV, 

МэВ 

 

aS, 

МэВ 

 

aC, 

МэВ 

 

asym, 

МэВ 

 

ap, 

МэВ 

 

Степень 

А 

 

Z
2 
(а) или 

Z(Z-1) (б) 
bE , 

%
 

[5] 15,5933955 17,344797 0,6935199 23,601209 33,5 −3/4 а 0,350 

[6] 15,76 17,81 0,711 23,702 34 –3/4 а 0,381 

[7] 15,75 17,8 0,71 23,7 12 –1/2 а 0,391 

[8] 15,75 17,8 0,71 23,7 34 –3/4 а 0,394 

[9, .Rohlf] 15,75 17,8 0,711 23,07 11,181 –1/2 а 0,406 

[9, Least 

squaes, fit 1] 
15,8 18,3 0,714 23,2 12 –1/2 б 0,414 

[10] 15,56 17,23 0,7 23,285 11 –1/2 а 0,420 

[11], ф. 2 15,835 18,33 0,714 23,2 11,2 –1/2 б 0,423 

[12], ф. 1 15,4093 16,8726 0,69476 22,4352 11,1547 –1/2 б 0,510 

[13] 15,78 18,34 0,71 23,21 12 –1/2 б 0,521 

[12], ф. 2 15,7773 18,3407 0,710021 23,2107 11,9957 –1/2 б 0,538 

[14] 15,36 16,42 0,691 22,53   а 0,540 

[15] 15,6 17,2 0,7 22,5 34 –3/4 а 0,596 

[16] 15,75 17,8 0,71 22 34 –3/4 а 0,632 

[17] 15,4 17 0,69 24 34 –3/4 б 0,711 

[18] 14,03 13,03 0,5837 19,3175 33,52 –3/4 а 0,8326 

[19], набор 1 14,9297 15,058 0,6615 21,6091 10,1744 –1/2 а 0,8328 

[20] 14,03 13,03 0,5835 19,31 34,57 –3/4 а 0,834 

[21] 14 13 0,584 19 33,5 –3/4 а 0,843 

[22] 15,6 17,2 0,72 23,6 34 –3/4 б 0,850 

[11], ф. 1 15,835 18,33 0,714 23,2 11,2 –1/2 а 0,868 

[23] 14 13 0,583 19,3 33,5 –3/4 а 0,874 

[24] 14 13 0,584 19,3 33,5 –3/4 а 0,907 

[25] 14 13 0,574 18,1 33,5 –3/4 а 0,928 

[9, Wapstra] 14,1 13 0,595 19 33,5 –3/4 а 0,939 

[26] 15,56 17,23 0,71 23,7 12 –3/4 а 1,045 

[27] 14,1 13,1 0,585 18,1 132 –1 а 1,139 

[19], набор 2 16,6433 14,0788 0,6442 21,068 11,5398 –1/2 а 1,16 

 

Более точной считалась та формула, которая дает меньшее значение величины (9). 

Самую высокую точность из рассмотренных наборов обеспечивает набор [5]. 

Заметим, что в [5] коэффициенты находятся не с помощью часто используемого метода 

наименьших квадратов, а другим способом, который будет описан ниже.  

В [7] исправлена опечатка в степени А в энергии спаривания.  

Отметим, что в [11, c. 24] написано, что для малых Z лучше заменить в кулонов-

ской энергии Z
2
 на Z(Z-1), но авторы не будут применять эту небольшую поправку. 

Наша проверка показывает, что использование в формуле при данных коэффициентах 

Z(Z-1) вместо Z
2
 значительно улучшает точность.  

 

Анализ точности предсказаний модифицированных вариантов формулы 

Бете – Вайцзеккера 

В монографии [28, с. 108] приводится модифицированная формула Вайцзеккера, 

в которую добавлено слагаемое, определяющее, согласно [28], поправку к энергии 
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асимметрии ядра и позволяющее применять формулу к ядрам с сильным избытком 

нейтронов. Итоговая формула: 
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В [29] модифицированы объемная, поверхностная и кулоновская энергии связи, 

а также добавлена оболочечная поправка. В формуле при этом отсутствует поправка 

асимметрии. В связи с невозможностью рассчитать оболочечную поправку из-за недо-

статка данных по деформации ядер в данной работе будет проверяться точность фор-

мулы без оболочечной поправки и учета влияния деформации ядра на остальные слага-

емые [29, (9)]. 
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где k = 1,79. 
Отметим, что учет данных по деформации конкретного ядра лишает формулу 

Бете – Вайцзеккера статуса общности, позволяющего, исходя только из массового и за-

рядового чисел ядра, определять его энергию связи. Формула Майерса – Святецкого 

приводится без учета дефомации ядер и оболочечной поправки в некоторых источни-

ках [30].  

Также в [29] приведен вариант формулы с экспоненциальной поправкой Вигнера: 
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где k = 1,78. 

В [14] подробно рассматривается ряд дополнительных членов в формуле Бете – 

Вайцзеккера. В частности, рассматривается вариант формулы, содержащей объемную 

энергию, поверхностную, кулоновскую для непрерывного распределения заряда и по-

правку симметрии, а также один дополнительный член. 

Рассматриваются следующие добавки: энергия спаривания, кулоновская обмен-

ная энергия 
4/3 1/3

xÑ xCE a Z A , поправка Вигнера 2 /W WE a A Z A  , поправка 

асимметрии для поверхностной энергии 2 4/3( 2 )symS stE a A Z A  , поправка кривиз-

ны 
1/3

R RE a A , оболочечный эффект 
2, / ( )m m m N P N PE P P P         , ν – 

число валентных нуклонов – модуль разности между числом нуклонов и ближайшим 

магическим числом [31, ф. (6.79)]. Магические числа равны: 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126.  

Коэффициенты формул с различными дополнительными членами приведены в 

таблице 2.  

Также приведены значения коэффициентов для случая, когда в формулу вклю-

чены все поправки: 
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Таблица 2. 
aV, 

МэВ 

aS, 

МэВ 

aC, 

МэВ 

asym, 

МэВ 

Дополнительный 

член, МэВ 

Показатель 

степени А 

Z
2 
или Z 

(Z–1) 

15,15 17,06 0,702 21,19 axC = 1,12  Z
2
 

15,67 17,62 0,705 23,71 aW = 27,98  Z
2
 

15,62 17,50 0,698 27,33 ast = 23,92  Z
2
 

15,38 16,47 0,692 22,55 ap = 11,24 –1/2 Z
2
 

14,84 13,34 0,669 21,75 aR = -5,26  Z
2
 

15,38 16,30 0,693 22,48 m = –1,52 

βm = 0,077 

 Z
2
 

 

Значения поправок для (14) приведены в таблице (3). 

 

Таблица 3. 
aV, 

МэВ 

aS, 

МэВ 

aC,  

МэВ 

asym,  

МэВ 

axC, 

МэВ 

aW, 

МэВ 

ast, 

МэВ 

ap, 

МэВ 

aR, 

МэВ 
m, βm, 

МэВ 

16,58 26,95 0,774 31,51 2,22 –43,4 55,62 9,87 14,77 –1,90, 0,140 

 

В [14] также рассматриваются варианты формулы со всеми поправками и экспо-

ненциальной поправкой Вигнера: 
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Значения коэффициентов при использовании этой поправки приведены в таблице 4: 

 

Таблица 4. 
aV, 

МэВ 

aS, 

МэВ 

aC, 

МэВ 

asym, 

МэВ 

axC, 

МэВ 

aW’, 

МэВ 

ast, 

МэВ 

ap, 

МэВ 

aR, 

МэВ 
m, 

βm, МэВ 

15,81 19,2 0,745 29,5 1,58 21,64 44,73 10,37 –6,94 –1,86, 0,134 

 

Кирсон [14] рассматривает также вариант, когда поправка спаривания отличает-

ся по модулю для четно-четных ядер и нечетно-нечетных (индексы (e) и (o) относятся 

к четно-четным ядрам и нечетно-нечетным соответственно):  
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Значения коэффициентов при этом такие же, как в таблице 3, кроме ap. Вместо 

него берутся коэффициенты ap
(e)

 = 11,60 МэВ, ap
(o)

 = 8,17 МэВ.  

Самую высокую точность по нашему критерию обеспечивают формулы Майерса – 

Святецкого (13) и Кирсона (15) с экспоненциальным вигнеровским членом, а также 

формула Кирсона с различным значением модуля поправки спаривания для нечетных 

и четных ядер (16). 
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Так как (13) содержит меньше подгоночных коэффициентов, то можно при-

знать ее оптимальность для данного критерия точности формулы и для рассмотренных 

элементов. 

Часто в качестве критерия оптимальности используется минимальность средне-

квадратичного отклонения 
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В таблице (5) также приведены значения среднеквадратичного отклонения. 

По этому критерию лучшие результаты дает расширенная формула Бете – Вайцзеккера 

по Кирсону с экспоненциальной поправкой Вигнера. 

 

Таблица 5. – Среднее значение относительной погрешности 
формула (13) (15) (16) (14) (11) (12) EsymS Ep ER Em EW ExC 

,bE % 
0,346 0,354 0,376 0,388 0,392 0,46 0,48 0,51 0,52 0,52 0,54 0,55 

rmsd, МэВ 3,61 2,30 2,45 2,49 4,26 3,80 4,17 4,35 4,47 3,48 4,42 3,82 

 

Использование метода наименьших квадратов для нахождения оптимальных 

значений коэффициентов в различных вариантах формулы Бете – Вайцзеккера  

В работе [19] авторы вычислили оптимальные значения коэффициентов в фор-

муле Бете – Вайцзеккера вида (5), используя метод наименьших квадратов. В этом ме-

тоде из условия минимума величины χ
2
 (17) находится значение пяти коэффициентов 

в формуле (5). Экспериментальные данные брались из [4].  

Необходимое условие минимума χ
2 

– равенство нулю частных производных от χ
2 

по всем коэффициентам формулы (5). Отсюда получается система линейных уравнений 

(18) для определения искомых коэффициентов. 

В [19] найден набор оптимальных коэффициентов по данным для 2 497 нукли-

дов из [4], а также набор оптимальных коэффициентов для А  50 по данным для 2 166 

нуклидов. 

Как было показано в [32], для выборки из 79 нуклидов c A  20 оба набора ко-

эффициентов обеспечивают невысокую точность. Для оценки точности использовалась 

средняя относительная погрешность (9). 

Мы провели вычисление оптимальных коэффициентов для формул (5–8). Ис-

пользованы метод наименьших квадратов и данные для 79 нуклидов. При этом для ва-

риантов формулы (5–8) получаются системы уравнений соответственно (18–21) для вы-

числения коэффициентов. 

В результате решения соответствующих систем уравнений получаются следую-

щие наборы значений коэффициентов, представленные в таблице 6. 

 

Таблица 6. – Значения коэффициентов в формуле Вайцзеккера 
Bариант aV, МэВ aS, МэВ aC, МэВ asym, МэВ ap, МэВ 

(5) 15,97265 18,33468 0,718723 25,495462 11,43212 

(5) округленно 15,97 18,33 0,719 25,495 11,43 

(6) 16,05498 18,9097 0,725242 25,44119 11,47805 

(7) 15,97676 18,35062 0,718607 25,5286 29,41414 

(8) 16,05915 18,92575 0,72513 25,4744 29,56754 

(8) округленно 16,059 18,93 0,725 25,47 29,57 
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Для каждого набора коэффициентов рассчитана средняя относительная погреш-

ность и среднеквадратичное отклонение. Результаты представлены в таблице 7. 

 

Таблица 7. – Средняя относительная погрешность и среднеквадратичное отклонение 
Вариант (5) (5) 

округленно 

(6) (7) (8) (8) 

округленно 

bE , % 0,3624 0,3551 0,3567 0,3566 0,3504 0,3501 

rmsd, МэВ 3,620 3,654 3,566 3,603 3,5490 3,5492 

 

Интересно, что при округленных значениях коэффициентов для первого вариан-

та традиционной формулы получается меньшее значение средней относительной 

ошибки. Это объясняется тем, что при расчете коэффициентов минимизировалась сум-

ма квадратов отклонений, а не средняя относительная погрешность. 

Среднеквадратичное отклонение при округлении коэффициентов возросло. Дан-

ный пример показывает, что по разным критериям могут оказываться оптимальными 

различные значения коэффициентов. 

Из таблицы 7 видно, что наиболее точные результаты по критерию минимально-

сти средней относительной погрешности обеспечивает вариант (8) с округленными зна-

чениями коэффициентов, а по критерию среднеквадратичного отклонения – вариант (8).  
 

2 5/3 2 2/3 2 1/2

1 1 1 1 1 1

2
5/3 4/3 2 1/3 1/6 2/3

1/3
1 1 1 1 1 1

2 2/3

1

( 2 ) ;

( 2 )
;

N N N N N N

i V i S i i C i i sym i i p i bi

i i i i i i

N N N N N N
i i

i V i S i i C sym i i p i bi

i i i i i ii

N

i i V i

i

A a A a Z A a A Z a A a A E

A Z
A a A a Z A a a A a A E

A

Z A a Z





     

     



      


     



     

     


4 2 2 2 2

2 1/3

2/3 4/3 5/6 1/3
1 1 1 1 1

2 2 2 4
2

1/3 4/3 2
1 1 1 1

2

3/2
1

( 2 )
;

( 2 ) ( 2 ) ( 2 )
( 2 )

( 2 )

N N N N N
i i i i i i

i S C sym i p bi

i i i i ii i i i

N N N N
i i i i i i

i i V S C sym

i i i ii i i

N
i i i

i i

Z Z A Z Z Z
A a a a a E

A A A A

A Z Z A Z A Z
A Z a a a a

A A A

A Z

A





    

   




    

  
    

 


    

   

2

1

2 2 2
1/2 1/6

5/6 3/2 1/2
1 1 1 1 1 1

( 2 )
;

( 2 )
.

N
i i

p bi

i i

N N N N N N
i i i i i i bi

i i V i i S C i sym p

i i i i i ii i i i

A Z
a E

A

Z A Z E
A a A a a a a

A A A A

  
  



     



















 

     


 

     

(18) 



ФІЗІКА 33 

2 5/3 2/3 2 1/2

1 1 1 1 1 1

2
5/3 4/3 1/3 1/6 2/3

1/3
1 1 1 1 1 1

( 1) ( 2 ) ;

( 2 )
( 1) ;

( 1)

N N N N N N

i V i S i i i C i i sym i i p i bi

i i i i i i

N N N N N N
i i

i V i S i i i C sym i i p i bi

i i i i i ii

i i

A a A a Z Z A a A Z a A a A E

A Z
A a A a Z Z A a a A a A E

A

Z Z





     

     

       


      



     

     

2 2 2
2/3 1/3

2/3 4/3
1 1 1 1

5/6 1/3
1 1

2 2
2

1/3 4/3
1 1 1

( 1) ( 1)( 2 )
( 1)

( 1) ( 1)
;

( 2 ) ( 1)( 2 )
( 2 )

N N N N
i i i i i i

i V i i i S C sym

i i i ii i

N N
i i i i

i p bi

i ii i

N N
i i i i i i

i i V S

i i ii i

Z Z Z Z A Z
A a Z Z A a a a

A A

Z Z Z Z
a E

A A

A Z Z Z A Z
A Z a a

A A



   

 

  

  
    

 
  

  
  

   

 

 
4

2
1

2 2

3/2
1 1

2 2
1/2 1/6

5/6 3/2 1/2
1 1 1 1 1 1

( 2 )

( 2 ) ( 2 )
;

( 1) ( 2 )
.

N N
i

C sym

i i

N N
i i i i i

p bi

i ii i

N N N N N N
i i i i i i i bi

i i V i i S C i sym p

i i i i i ii i i i

A Z
a a

A

A Z A Z
a E

A A

Z Z A Z E
A a A a a a a

A A A A



  
  



 

     














 
  



   

 
     



 

 

     






(19) 

 

2 5/3 2 2/3 2 1/4

1 1 1 1 1 1

2
5/3 4/3 2 1/3 2/3

1/3 1/12
1 1 1 1 1 1

2 2/3

1

( 2 ) ;

( 2 )
;

N N N N N N

i V i S i i C i i sym i i p i bi

i i i i i i

N N N N N N
i i i

i V i S i i C sym p i bi

i i i i i ii i

N

i i V

i

A a A a Z A a A Z a A a A E

A Z
A a A a Z A a a a A E

A A

Z A a Z





     

     



      


     



     

     


4 2 2 2 2

2 1/3

2/3 4/3 13/12 1/3
1 1 1 1 1

2 2 2 4
2

1/3 4/3 2
1 1 1 1

2

7/4

( 2 )
;

( 2 ) ( 2 ) ( 2 )
( 2 )

( 2 )

N N N N N
i i i i i i

i i S C sym i p bi

i i i i ii i i i

N N N N
i i i i i i

i i V S C sym

i i i ii i i

i i i

i i

Z Z A Z Z Z
A a a a a E

A A A A

A Z Z A Z A Z
A Z a a a a

A A A

A Z

A





    

   


    

  
    

 


    

   

2

1 1

2 2 2
1/4

1/12 13/12 7/4 3/2 3/4
1 1 1 1 1 1

( 2 )
;

( 2 )
.

N N
i i

p bi

i i

N N N N N N
i i i i i i i bi

i i V S C i sym p

i i i i i ii i i i i

A Z
a E

A

Z A Z E
A a a a a a

A A A A A

   
 

 

     



















 

     


 

     

(20) 

 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 2 / 2021 34 

2 5/3 2/3 2 1/4

1 1 1 1 1 1

2
5/3 4/3 1/3 2/3

1/3 1/12
1 1 1 1 1 1

( 1) ( 2 ) ;

( 2 )
( 1) ;

( 1

N N N N N N

i V i S i i i C i i sym i i p i bi

i i i i i i

N N N N N N
i i i

i V i S i i i C sym p i bi

i i i i i ii i

i i

A a A a Z Z A a A Z a A a A E

A Z
A a A a Z Z A a a a A E

A A

Z Z





     

     

       


      



     

     

2 2 2
2/3 1/3

2/3 4/3
1 1 1 1

13/12 1/3
1 1

2 2
2

1/3 4/3
1 1

( 1) ( 1)( 2 )
) ( 1)

( 1) ( 1)
;

( 2 ) ( 1)( 2 )
( 2 )

N N N N
i i i i i i

i V i i i S C sym

i i i ii i

N N
i i i i

i p bi

i ii i

N N
i i i i i i

i i V S

i i i i

Z Z Z Z A Z
A a Z Z A a a a

A A

Z Z Z Z
a E

A A

A Z Z Z A Z
A Z a a

A A



   

 

 

  
    

 
  

  
  

   

 

 
4

2
1 1

2 2

7/4
1 1

2 2
1/4

1/12 13/12 7/4 3/2 3/4
1 1 1 1 1 1

( 2 )

( 2 ) ( 2 )
;

( 1) ( 2 )
.

N N
i

C sym

i i i

N N
i i i i i

p bi

i ii i

N N N N N N
i i i i i i i i bi

i i V S C i sym p

i i i i i ii i i i i

A Z
a a

A

A Z A Z
a E

A A

Z Z A Z E
A a a a a a

A A A A A



   
 

 

 

     














 

  
 

 
     

 

 

     
















(21) 

 

Подбор оптимальных значений коэффициентов путем минимизации суммы 

квадратов отклонений удельных энергий связи 

В [14, p. 53] рассматривается вариант нахождения оптимальных коэффициентов 

в формуле Бете – Вайцзеккера, записанной для удельной энергии связи. При этом 

должна минимизироваться сумма квадратов отклонений удельных энергий связи: 
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Как показано в [14], это приводит к существенному изменению значений опти-

мальных коэффициентов. Можно ожидать, что минимизация суммы квадратов откло-

нений удельных энергий связи позволит уменьшить и среднюю относительную по-

грешность по сравнению с результатом, получаемым методом наименьших квадратов 

отклонений энергий связи. 

Из условия минимума величины (22) для каждого варианта формулы (5–8) полу-

чается соответствующая система уравнений для определения пяти коэффициентов. Со-

ответствующие системы уравнений (23–26) приведены ниже. 

Оптимальные коэффициенты для вариантов (5–8) приведены в таблице 8. В таб-

лице 9 приводятся значения средней относительной погрешности. 

Из таблицы видно, что точность данного метода выше точности, обеспечивае-

мой методом наименьших квадратов. Наилучшую точность для рассмотренного масси-

ва изотопов обеспечил вариант формулы (6). 

Также в таблице 9 приведены значения наибольшего относительного отклонения 

по 79 нуклидам.  
 

Таблица 8. – Значения коэффициентов в формуле Вайцзеккера 
Bариант aV, МэВ aS, МэВ aC, МэВ asym, МэВ ap, МэВ 

(5) 15,33442 16,78971 0,6547780 24,949377 12,22525 

(6) 15,43804 17,35893 0,6660444 24,718404 12,36547 

(7) 15,34304 16,81980 0,6546074 25,034389 27,82304 

(8) 15,44663 17,38897 0,6658594 24,804420 28,13404 



ФІЗІКА 35 

2 2

1/3 4/3 2 3/2
1 1 1 1 1 1

2 2

1/3 2/3 5/3 7/3 11/6 1/3
1 1 1 1 1 1

2 2

4/3
1

( 2 )
;

( 2 )
;

N N N N N N
S i i i i

V C sym p bi

i i i i i ii i i i

N N N N N N
V S i i i i bi

C sym p

i i i i i ii i i i i i

N
i i

V

i i

a Z A Z
a a a a

A A A A

a a Z A Z
a a a

A A A A A A

Z Z
a

A




 

     

     




     


     



     

     


4 2 2 2 2

5/3 8/3 10/3 17/6 4/3
1 1 1 1 1

2 2 2 2 4

2 7/3 10/3 4
1 1 1 1

2

7/

( 2 )
;

( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

( 2 )

N N N N N
i i i i i i

S C sym i p bi

i i i i ii i i i i

N N N N
i i i i i i i i

V S C sym

i i i ii i i i

i i i

i

Z Z A Z Z Z
a a a a

A A A A A

A Z A Z Z A Z A Z
a a a a

A A A A

A Z

A

 



    

   


    

   
   

 


    

   

2

2 2
1 1

2 2 2

3/2 11/6 17/6 7/2 3 3/2
1 1 1 1 1 1

( 2 )
;

( 2 )
.

N N
i i

p bi

i i i

N N N N N N
i i i i i i i i bi

V S C i sym p

i i i i i ii i i i i i

A Z
a

A

Z A Z
a a a a a

A A A A A A



     


 

     



















 

     


 

     

(23) 

 
2

1/3 4/3 2 3/2
1 1 1 1 1 1

2

1/3 2/3 5/3 7/3 11/6 1/3
1 1 1 1 1 1

( 1) ( 2 )
;

( 1) ( 2 )
;

( 1)

N N N N N N
S i i i i i

V C sym p bi

i i i i i ii i i i

N N N N N N
V S i i i i i bi

C sym p

i i i i i ii i i i i i

i i

a Z Z A Z
a a a a

A A A A

a a Z Z A Z
a a a

A A A A A A

Z Z

A




 

     

     

 
     

 
     



     

     

2 2 2

4/3 5/3 8/3 10/3
1 1 1 1

17/6 4/3
1 1

2 2 2

2 7/3 10
1 1

( 1) ( 1) ( 1)( 2 )

( 1) ( 1)
;

( 2 ) ( 2 ) ( 1)( 2 )

N N N N
i i i i i i i i

V S C sym

i i i ii i i i

N N
i i i i

i p bi

i ii i

N N
i i i i i i i i

V S

i ii i i

Z Z Z Z Z Z A Z
a a a a

A A A

Z Z Z Z
a

A A

A Z A Z Z Z A Z
a a

A A A

 

   

 

 

   
   

 
  

   
 

   

 

 
4

/3 4
1 1

2 2

7/2 2
1 1

2 2

3/2 11/6 17/6 7/2 3 3/2
1 1 1 1 1 1

( 2 )

( 2 ) ( 2 )
;

( 1) ( 2 )
.

N N
i

C sym

i i i

N N
i i i i i

p bi

i ii i

N N N N N N
i i i i i i i i i bi

V S C i sym p

i i i i i ii i i i i i

A Z
a a

A

A Z A Z
a

A A

Z Z A Z
a a a a a

A A A A A A




     


 

 

     














 

  
 

 
     

 

 

     
















(24) 

 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 2 / 2021 36 

2 2

1/3 4/3 2 7/4
1 1 1 1 1 1

2 2

1/3 2/3 5/3 7/3 25/12 1/3
1 1 1 1 1 1

2

4/3
1

( 2 )
;

( 2 )
;

N N N N N N
S i i i i

V C sym p bi

i i i i i ii i i i

N N N N N N
V S i i i i bi

C sym p

i i i i i ii i i i i i

N
i i

V

i i

a Z A Z
a a a a

A A A A

a a Z A Z
a a a

A A A A A A

Z Z
a

A




 

     

     




     


     



     

     


2 4 2 2 2 2

5/3 8/3 10/3 37/12 4/3
1 1 1 1 1

2 2 2 2 4

2 7/3 10/3 4
1 1 1 1

2

( 2 )
;

( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

( 2 )

N N N N N
i i i i i i

S C sym i p bi

i i i i ii i i i i

N N N N
i i i i i i i i

V S C sym

i i i ii i i i

i i i

i

Z Z A Z Z Z
a a a a

A A A A A

A Z A Z Z A Z A Z
a a a a

A A A A

A Z

A

 



    

   


    

   
   

 


    

   

2

15/4 2
1 1

2 2 2

7/4 25/12 37/12 15/4 7/2 7/4
1 1 1 1 1 1

( 2 )
;

( 2 )
.

N N
i i

p bi

i i i

N N N N N N
i i i i i i i i bi

V S C i sym p

i i i i i ii i i i i i

A Z
a

A

Z A Z
a a a a a

A A A A A A



     


 

     



















 

     


 

     
     

(25) 

 

 

2

1/3 4/3 2 7/4
1 1 1 1 1 1

2

1/3 2/3 5/3 7/3 25/12 1/3
1 1 1 1 1 1

( 1) ( 2 )
;

( 1) ( 2 )
;

( 1)

N N N N N N
S i i i i i

V C sym p bi

i i i i i ii i i i

N N N N N N
V S i i i i i bi

C sym p

i i i i i ii i i i i i

i i

a Z Z A Z
a a a a

A A A A

a a Z Z A Z
a a a

A A A A A A

Z Z




 

     

     

 
     

 
     



     

     

2 2 2

4/3 5/3 8/3 10/3
1 1 1 1

37/12 4/3
1 1

2 2 2

2 7/3
1 1

( 1) ( 1) ( 1)( 2 )

( 1) ( 1)
;

( 2 ) ( 2 ) ( 1)( 2 )

N N N N
i i i i i i i i

V S C sym

i i i ii i i i

N N
i i i i

i p bi

i ii i

N N
i i i i i i i i

V S

i ii i i

Z Z Z Z Z Z A Z
a a a a

A A A A

Z Z Z Z
a

A A

A Z A Z Z Z A Z
a a

A A A

 

   

 

 

   
   

 
  

   
 

   

 

 
4

10/3 4
1 1

2 2

15/4 2
1 1

2 2

7/4 25/12 37/12 15/4 7/2 7/4
1 1 1 1 1 1

( 2 )

( 2 ) ( 2 )
;

( 1) ( 2 )
.

N N
i

C sym

i i i

N N
i i i i i

p bi

i ii i

N N N N N N
i i i i i i i i i bi

V S C i sym p

i i i i i ii i i i i i

A Z
a a

A

A Z A Z
a

A A

Z Z A Z
a a a a a

A A A A A A




     


 

 

     






 

  
 

 
     

 

 

     






















      

(26) 

 

Таблица 9. – Средняя относительная погрешность 
Вариант (5) (6) (7) (8) 

bE , 
% 

 

0,2983 
 

0,2912 
 

0,3003 
 

0,2931 

maxbE , %
 

 

0,938 
 

0,932 
 

0,954 
 

0,914 

 

Минимизация суммы квадратов относительных отклонений энергии связи 

Величина, наиболее близкая по смыслу к (9), – среднее значение квадрата отно-

сительного отклонения: 
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Эту величину можно минимизировать стандартным способом. Из условия ми-

нимума величины (27) для вариантов формулы (5–8) получаются соответственно си-

стемы уравнений (28–31). 

Оптимальные коэффициенты для вариантов (5–8) приведены в таблице 10. 

 

Таблица 10. – Значения коэффициентов в формуле Вайцзеккера 

Bариант aV, МэВ aS, МэВ aC, МэВ asym, МэВ ap, МэВ 

(5) 15,32882 16,77270 0,6544663 24,942423 12,08643 

(6) 15,43895 17,35816 0,6663589 24,717869 12,25706 

(7) 15,33812 16,80413 0,6544081 25,023227 27,46921 

(8) 15,44828 17,38975 0,6662895 24,799788 27,84855 

 

В таблице 11 приводится значение средней относительной погрешности. Из
 
таб-

лицы видно, что точность данного метода выше точности, обеспечиваемой методом 

наименьших квадратов и сравнима с точностью, обеспечиваемой методом наименьших 

квадратов удельных энергий связи. 

Наилучшую точность для рассмотренного массива нуклидов обеспечил вариант (6). 

Он же обеспечил самую высокую точность из всех ранее рассмотренных методов. 

Также в таблице 11 приведены значения наибольшего относительного отклоне-

ния по 79 нуклидам. 
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Таблица 11. – Средняя относительная погрешность 
Вариант (5) (6) (7) (8) 

bE , 
% 0,2982 0,2907 0,3002 0,2927 

maxbE , 
% 

0,929 0,918 0,946 0,900 
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(31) 

 
Комбинация метода Веги и других и метода наименьших квадратов относи-

тельных отклонений 

В [5] авторы предложили новый метод нахождения четырех из пяти коэффици-

ентов в традиционной формуле Бете – Вайцзеккера. 

Рассматривается вариант формулы (7). Поправка спаривания обращается в 0 для 

ядер с нечетным массовым числом. При этом в формуле остается четыре неизвестных 

коэффициента. 

Для их нахождения авторы предлагают решить систему из 4 уравнений вида 
 

                                                   
0, 1 4.bBWi biE E i   

      
(32) 

 

Лучшие результаты в [5] получились при использовании изотопов О
17

, Mn
55

, I
127

 

и Pt
195

. Авторы получили значения четырех коэффициентов, приведенные в таблице 12. 

 

Таблица 12. 
aV, МэВ aS, МэВ aC, МэВ asym, МэВ 

15,5933955 17,344797 0,6935199 23,601209 

 

Мы решили систему уравнений (32) с уточненными данными по массам изото-

пов [4]. При этом получились значения коэффициентов: 

 

Таблица 13. 

 

Средняя относительная погрешность для коэффициентов из таблиц 12 и 13 при-

ведена в таблице 14. 

 

aV, МэВ aS, МэВ aC, МэВ asym, МэВ 

15,5935624 17,344915 0,6936067 23,602387 
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Таблица 14. 
Вариант [5] [5] c учетом [4] 

bE , % 
 

0,3495 
 

0,3492 

 

Так как коэффициент в поправке спаривания в данной методике не вычисляется, 

то мы попробуем для улучшения результатов вычислить этот коэффициент с помощью 

метода наименьших квадратов относительных отклонений. Для этого надо решить 

уравнение (33): 
 

                                              

 
2

2
1

0.
N

bBWi bi

i p bi

E E

a E







               
(33) 

 

Для вариантов (6) и (8) решение системы уравнений (32) для четырех изотопов 

приводит к значениям коэффициентов, приведенных в таблице 15. 

Таблица 15. 

aV, МэВ aS, МэВ aC, МэВ asym, МэВ 

15,640404 17,7712225 0,7010998 23,1366934 

 

Для варианта (5) получается та же четверка коэффициентов, что для варианта (7) 

по уточненным энергиям связи (таблица 13). 

Уравнение (33) для вариантов (5), (6), (7) и (8) принимает соответственно вид 

(34) – (37). Для уравнений (34) и (36) следует брать значения коэффициентов из табли-

цы 13, а для уравнений (35) и (37) – из таблицы 15. 

Из уравнений (34) – (37) получаются следующие значения поправки спаривания: 

 
(5) (6) (7) (8) 

12,484761 12,423669 28,196150 27,987903 

 
1/4 2 2 2

2 1/12 2 13/12 2 7/4 2 3/2 2 3/4
1 1 1 1 1 1

( 2 )
.
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E A E A E A E A E A E
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

     


            (34) 

 

1/4 2 2
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.

N N N N N N
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           (35) 

 

1/2 1/6 2 2 2

2 2 5/6 2 3/2 2 2 1/2
1 1 1 1 1 1

( 2 )
.

N N N N N N
i i i i i i i i i i

V S C i sym p

i i i i i ibi bi i bi i bi i bi i bi
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E E A E A E A E A E

    


     


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1/2 1/6 2 2

2 2 5/6 2 3/2 2 2 1/2
1 1 1 1 1 1

( 1) ( 2 )
.

N N N N N N
i i i i i i i i i i i

V S C i sym p

i i i i i ibi bi i bi i bi i bi i bi

A A Z Z A Z
a a a a a

E E A E A E A E A E

    


     

 
           (37) 

 

С учетом найденных для каждого варианта коэффициентов вычисляем bE

для всех вариантов формулы: 

 
Вариант (5) (6) (7) (8) 

bE , 
% 

0,3436 0,3395 0,3479 0,3448 
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Как видим, объединение метода Веги и метода наименьших квадратов относи-

тельных отклонений немного улучшает результат. Оптимальным по выбранному кри-

терию оказывается вариант (2). 

 

Заключение 

В данной работе были проанализированы различные известные из литературы 

и Интернета наборы коэффициентов для традиционной и расширенной формулы Бете – 

Вайцзеккера. Критерием оптимальности считалась минимальная средняя относитель-

ная погрешность энергии связи, рассчитанная для 79 нуклидов. По этому критерию 

набор коэффициентов, обеспечивающих наиболее точный результат для традиционной 

формулы Бете – Вайцзеккера приводится в [5]: 

 
aV, МэВ aS, МэВ aC, МэВ asym, МэВ ap, МэВ Степень А Z

2 
или Z(Z–1) 

15,5933955 17,344797 0,6935199 23,601209 33,5 –3/4 Z
2
 

 

Для расширенной формулы наиболее точные результаты дает вариант из работы 

[29, (13)]. 

Также вычислены коэффициенты для четырех вариантов традиционной форму-

лы различными способами – методом наименьших квадратов, методом наименьших 

квадратов отклонений удельных энергий связи, методом наименьших квадратов отно-

сительных отклонений, комбинированным методом. 

В результате удалось для рассматриваемых 79 нуклидов добиться среднего от-

носительного отклонения менее 0,31 %, в то время как самый точный найденный в ли-

тературе метод дает результат около 0,35 %. 

Наибольшее относительное отклонение по рассмотренным нуклидам оказывает-

ся менее 1 %. 

Самую высокую точность обеспечил вариант формулы 
 

2
2/3 1/2

1/3

( 1) ( 2 )
bBW V S C sym p

Z Z A Z
E a A a A a a a A

A A
  

       

 

с коэффициентами, полученными методом наименьших квадратов относительных от-

клонений: 

 
aV, МэВ aS, МэВ aC, МэВ asym, МэВ ap, МэВ 

15,43895 17,35816 0,6663589 24,717869 12,25706 

 

Анализ результатов показывает, что большую точность по выбранному крите-

рию оценки для данного набора нуклидов обеспечивают использование в выражении 

для кулоновской энергии не Z
2
, а Z(Z–1), а также методы наименьших квадратов отно-

сительных отклонений и наименьших квадратов отклонений удельных энергий связи. 

Полученные результаты используются при изложении курса «Физика ядра» 

для студентов специальности «Компьютерная физика». 

Использование более широкой базы нуклидов может позволить уточнить значе-

ния коэффициентов, а также прояснить вопрос общности выводов об оптимальности 

используемых методов и выражений для кулоновской поправки и поправки спаривания. 
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