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СОБСТВЕННЫЕ СОСТОЯНИЯ ОПЕРАТОРА СПИРАЛЬНОСТИ  

ДЛЯ СИММЕТРИЧНОГО ТЕНЗОРА, ОПИСЫВАЮЩЕГО ПОЛЕ СО СПИНОМ 2 
 

Для описания массивной и безмассовой частиц со спином 2 в подходе Паули – Фирца использу-

ется симметричный тензор ab  второго ранга. В работе решена задача о нахождении всех собствен-

ных состояний оператора спиральности для симметричного тензора. Независимые компоненты сим-

метричного тензора описываются 10-мерной функцией, соответственно, задача сводится к анализу 

уравнения на собственные значения в 10-мерном пространстве. Найден набор собственных значений: 

0   с кратностью 4, i    с кратностью 2, 2i    с кратностью 1; получены явные представле-

ния для 10 соответствующих собственных векторов. В случае массивной частицы 5 независимых реше-

ний исходной системы уравнений Паули – Фирца в виде плоских волн разложены в линейные комбинации 

по спиральным решениям. В случае безмассовой частицы два физических независимых решения, не со-

держащих калибровочных компонент, также разложены по спиральным состояниям. 

Ключевые слова: гравитон, спин 2, симметричный тензор, плоские волны, собственные состоя-

ния оператора спиральности, спиральный базис, массивная и безмассовая частицы. 
 

Eigenvalue States of the Helicity Operator for Symmetric Tensor  

Describing the Spin 2 Field 
 

For describing the massive and massless spin 2 particles within the Pauli – Fierz approach a symmetric 

2-rank tensor ab  is applied. When classifying solutions of equation for particles with spin 2, a substantial role 

is played by the helicity operator. In the present paper, the task of finding all eigenvalues states of this operator 

for 2-rank symmetric tensor is solved. The eigenvalue problem reduces to analysis of the algebraic system 

for 10 independent components of the tensor ab  First, we find solution of this task in Cartesian basis; there 

arise the following eigenvalues: 0   with degeneracy multiplicity 4, i    with degeneracy multiplicity 2, 

2i    with degeneracy multiplicity 1. In explicit form, there are found corresponding eigenvectors. These re-

sults are transformed to the cyclic basis, when the third projection of the spin operator is diagonal. Solutions 

of the primary Pauli – Fierz equations in the form of plane waves are classified with the help of the helicity op-

erator. In particular, the helicity structure of the gauge solutions in the massless case is established.  

Key words: graviton, spin 2, symmetrical tensor, plane waves, eigenstates of the helicity operator, he-

licity basis, massive and massless particles. 
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Введение 

Наиболее известным в теории поля со спином 2, массивного и безмассового [1–25], 

является подход Паули – Фирца [1; 2], он основан на системе уравнений 2-го порядка 

для симметричного спинора 2 ранга относительно группы Лоренца. Альтернативный 

и развитый значительно позже подход Федорова – Редже [7; 15] основан на общей тео-

рии релятивистских волновых уравнений 1-го порядка, он основан на сложном 30-

компонентном представлении группы Лоренца, которое состоит из скаляра, 4-вектора, 

симметричного тензора второго ранга, тензора третьего ранга, антисимметричного 

по одной паре индексов. В его основе лежит лагранжев формализм, и все свойства 

симметрии тензоров вместе со всеми условиями связи на них содержатся в исходном 

лагранжиане [6; 14; 21; 22; 25]. 

Описания массивной и безмассовой частиц существенно различаются. В частно-

сти, в безмассовом случае существует специфическая калибровочная симметрия [1; 2], 

которая обобщает калибровочную симметрию в электродинамике Максвелла. Калибро-

вочные степени свободы по самому своему определению не должны давать вклада в 

наблюдаемые величины типа тензора энергии-импульса поля, это приводит к необхо-

димости выделять в безмассовом случае калибровочные решения, оставляя только фи-

зически наблюдаемые некалибровочные решения. В массивном случае возникают из-

вестные трудности полях [16–20] при рассмотрении частицы со спином 2 в присут-

ствии внешних электромагнитных полей, они выражаются в том, что возникают ано-

мальные решения, которые можно рассматривать как относящиеся к частицам, двига-

ющимся в пространстве со скоростями большими, чем скорость света. Новых трудно-

стей в теории поля со спином 2 можно ожидать при учете внешних гравитационных 

полей, описываемых в рамках общей теории относительности на языке неевклидовой 

геометрии пространства-времени. Здесь особенно существенным является выбор ис-

ходного формализма в пространстве Минковского, который затем обобщается на об-

щековариантный случай с учетом требований общей теории относительности. Это ка-

сается как возникновения новых аномальных решений в массивном случае, так и про-

блем с калибровочными степенями свободы.  

В настоящей работе решена задача о нахождении всех собственных состояний 

этого оператора. Независимые компоненты симметричного тензора описываются 

10-мерной функцией, соответственно, задача сводится к анализу уравнения на соб-

ственные значения в 10-мерном пространстве. Сначала она решена в декартовом бази-

се, найдены следующие собственные значения: 0   с кратностью 4, i    с кратно-

стью 2, 2i    с кратностью 1; в явном виде найдены 10-мерные представления для 

соответствующих собственных векторов. Результаты преобразованы к циклическому 

базису, когда матрица третьей проекции спина для частицы со спином 2 диагональна. 

Решения исходной системы уравнений Паули – Фирца в виде плоских волн могут быть 

определенным образом классифицированы с использованием диагонализации операто-

ра спиральности. 
 

1. Генераторы для симметричного тензора 2-го ранга 

Найдем явный вид оператора спина для симметричного тензора 2-го ранга. Из-

вестно, что для 4-вектора все 6 генераторов описываются формулой  

 ( ) .mn b m nb n mb

a a aj g g    (1.1) 

Будем использовать конечные преобразования Лоренца, которые порождают эти 

генераторы. Тензор второго ранга abf  преобразуется по закону  

 k l

a b klab
L L f f LfLf       (1.2) 

транспонирование матриц обозначается символом . 



ФІЗІКА 7 

Рассматриваем преобразование в плоскости (1–2):  
 

 (12)

1 0 0 0

0 cos sin 0
( ) .

0 sin cos 0

0 0 0 1

k

aL
 

 





 

 

Матрицу преобразованного тензора представляем в виде (записываем его ком-

поненты по столбцам)  
 

 

00 01 02

2 2
12 2110 20 11 22

2 2
11 2210 20 21 12

30 31 32

cos sin

cos sin cos sin cos sin

sin cos cos sin cos sin

cos sin

ab

f f f

f f f f f f
f

f f f f f f

f f f

 

     

     

 

 
 
 

 
 
 



   
 

   



 

 

01 02 03

2 2
11 2212 21 13 23

2 2
12 2122 11 13 23

31 32 33

sin cos

cos sin cos sin cos sin

cos sin cos sin sin cos

sin cos

f f f

f f f f f f

f f f f f f

f f f

 

     

     

 

 
 
 

 
 
 



   


   



 

 

Учитывая симметрию тензора, оставляем только 10 независимых величин, вводя 

для них специальные обозначения:  
 

 
0 00 1 11 2 22 3 33

1 01 2 02 3 03 1 23 2 31 3 12

f f f f f f f f

d f d f d f c f c f c f

       

           
 (1.3) 

 

Рассматривая бесконечно малое преобразование 0    получаем  
 

 

0 1 2 1 2 3

2 11 2 1 3 3 1 2

2 31 2 3 1 2 2 1

3 2 1 2 1 3

2 ( )

( ) 2
ab

f d d d d d

d d f c c f f c c
f

d d c f f f c c c

d c c c c f

 

   

   

 

 

    
  

    

  

 

 

В 10-мерном представлении имеем соотношение, которое определяет генератор 
12

3S J :  

 

11

22

33

1 1

2 212

3 3

1 1

2 2

3 3

00

0 0 0 0 0 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ff

ff

ff

cc

cc
I J I

cc

dd

dd

dd

ff

 

 

 






      

 








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Аналогично, исходя из преобразования в плоскости (2–3), найдем генератор 
23

1S J : 
 

 (23)

1 0 0 0

0 1 0 0
( )

0 0 cos sin

0 0 sin cos

k

aL
 

 

 



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22
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1 1

2 223

3 3

1 1

2 2

3 3

00

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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ff

 


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 

 
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      
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
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



 

 

Наконец, находим генератор 31

2S J :  
 

 (31)

1 0 0 0

0 cos 0 sin
( )
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0 sin 0 cos

k

aL
 

 

 



 

 

11

22

33

1 1

2 231

3 3

1 1

2 2

3 3

00

0 0 0 0 2 0 0 0 0 0
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ff

ff

ff

cc

cc
I J I

cc

dd
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ff

 

 



 



 
      
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

 

 

Использованные преобразования Лоренца над 4-вектором порождают генераторы 
 

(12) 12 (23) 23 (31) 31

3 1 2L j s L j s L j s          
 

они подчиняются коммутационным соотношениям 
 

 1 2 2 1 3 2 3 3 2 1 3 1 1 3 2s s s s s s s s s s s s s s s             (1.4) 
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Убеждаемся, что такие же коммутационные соотношения выполняются и для 10-

мерных генераторов в пространстве симметричного тензора.  

 

2. Собственные состояния оператора спиральности 

При классификации решений уравнения для частицы со спином 2, например, 

в виде плоских волн или при рассмотрении частицы во внешнем однородном магнит-

ном поле существенную роль играет оператор спиральности для симметричного тензо-

ра второго ранга. Этот оператор определяется равенством  
 

 
1 2 31 2 3

i S S S
x x x

   
     

   
 (2.1) 

 

Исследуем задачу о построении собственных векторов для этого оператора. Бу-

дем иметь в виду решения в виде плоских волн 
0

0
n

nik x ik x
e f
 

  . Тогда уравнение 

на собственные значения для оператора спиральности имеет вид  
 

  1 1 2 2 3 3k S k S k S       (2.2) 
 

Последнее уравнение можно привести к безразмерной форме:  
 

   2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 2 3
2

1n S n S n S n n n

k


             (2.3) 

 

С учетом выражений для компонент оператора спина 1 2 3S S S   это уравнение за-

писываем в виде 

 

1 12 3

2 21 3

3 31 2

1 11 31 2

2 22 2 13

3 33 23 1

1 13 2

2 23 1

3 32 1

0 0

0 0 0 0 2 2 0 0 0 0

0 0 0 2 0 2 0 0 0 0

0 0 0 2 2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

f fn n

f fn n

f fn n

c cn n n n

c cn n n n

c cn n n n

d dn n

d dn n

d dn n

f f





 

 

   

  
 

  



 

 

 (2.4) 

 

Замечаем, что уравнение, определяемое последней строкой, сводится к следующему:  
 

 0 0 00 0 любое 0 0f f f             (2.5) 
 

Рассматриваем подсистему из 9 уравнений из (2.4), определитель матрицы 9 9

приравниваем к нулю:  
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   

2 3

1 3

1 2

1 31 2
2

3 2 2

2 2 13

3 23 1

3 2

3 1

2 1

0 0 0 2 2 0 0 0

0 0 2 0 2 0 0 0

0 0 2 2 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0det 1 4

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

n n

n n

n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n

n n

n n









   









 

  

  

    

        

   

 

  

  

 

 

Следовательно, имеем собственные значения  
 

 0 (кратность 3) (кратность 2) 2 (кратность1)i i          (2.6) 
 

Замечаем, что система из 9 уравнений распадается на две несвязанные подсистемы: 

9 = 6 + 3. Сначала рассматриваем подсистему из 6 уравнений:  
 

 

2 13

1 3 2

1 32 2 2 2

1 3 11 2

2 2 1 23

3 2 33 1

0 0 0 2 2

0 0 2 0 2

0 0 2 2 0
0 det 1 4

0

0

0

n n f

n n f

n n f

n n n n c

n n n n c

n n n n c






  







   
   
   

 

 

 
     

  

  

  

 (2.7) 

 

Исследуем случай 0  . При этом ранг матрицы равен 4, отбрасываем уравне-

ния, отвечающие нижней и верхней строкам. Свободными параметрами выбираем 

1 3.f c  Получаем неоднородную систему с ненулевым определителем:  

 

1 3 32

1 2 3

3 2 31 1 1

2 3 2 1 1 32

0 0 2 0 2

0 0 2 2 0

0

0 0

n n cf

n n f

n n n n cc

n n n f ncc

 


 



 

 

 

решение имеет вид 
 

 

2 1

1 2

2 2
2 3 1

3 1 2

3 1

1 3

12

3

2

1

1
0

0

0

n n

n n

f n n

f n n
c f

c n

nc

n

n







      (2.8) 
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Исследуем систему 6 уравнений (2.7) при i   :  
 

 

2 13

1 3 2

1 2 3

1 31 2 1

2 12 3 2

23 3 1 3

0 0 0 2 2

0 0 2 0 2

0 0 2 2 0
0

0

0

0

i n n f

i n n f

i n n f

n n i n n c

n n n i n c

n n n n i c

 

 

 
 

  

  

  

 

 

Ранг матрицы равен 5. Отбрасываем уравнение, отвечающее нижней строке. 

Пусть 3c  – свободный параметр, решение имеет вид  
 

 

1

2

3 2 2 2 2

2 1 2 3

1

2

1

4 3 1 4 1

f

f

fi
n n n n

c

c

     
   

 

 

 

    

    

  

  

3 2 2 2 2 2

3 2 1 3 1 2 2 3 1 3 2 3

3 2 2 2 2 2

3 2 1 3 1 2 2 3 1 3 2 3

2 2 2 2 2

3 1 2 3 1 2 3 1 2 1 2

2 2 2 2

3 2 3 1 2 3 2 1 2

3 2

3 1 2 3 1

2 4 4 2 2 1 1

2 2 4 2 1 4 1

2 4 3 2 1

2 3 1 4 2 4 1

4 12

c n n in n n n n n in n n

c n n in n n n n n in n n

c n n n i n n n n n n n

ic n n in n n n n n

c in n n n

 
 
 

 
 
 

        

        

     

    

  2 2

2 3 1 2 32 2 1 3i n n n n n
 
 
 



   

 (2.9) 

 

Знаменатель можно преобразовать так:  
 

  2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 3 1 2 1 24 3 1 4 1 3(4 )n n n n n n n n A          
 

Решение со спиральностью i    следует из найденного заменой i i . Заме-

чаем, что выражения для комбинаций  
 

i i i i                   
 

будут иметь более простой вид (вещественный и чисто мнимый):  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 3 3 1 2 3

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 3 3 2 1 3

2 2 2 2 23 3
1 2 1 2 3 3 1 2

2 2 22

2 1 2 31 3 2

2 2 22

1 1 2 32 3 1

4 4 2 2 1 4 4 1

4 2 4 2 1 4 4 1

8 2 1    12

2 2 4 2 16 4 1

2 4 2 2 16 4 1

n n n n n n n n n

n n n n n n n n n

c i c
n n n n n n n n

A A

n n n nn n n

n n n nn n n

 
    

     

       

          

  

  

 (2.10) 
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После упрощения получаем  
 

 

 

 

2 2
1 2 1 1 3

2 2
1 2 2 2 3

2
2 23 3

1 2 3
3 1 2

2
2

1 3 2
2 2

2 2

2 3 1 1 1

12 (2 1) 12

12 (1 ) 12

24 12

6 4 1 6 (1 2 )

6 4 1 6 (2 1)

n n n n n

n n n n n
c i cn n n n n n
A A

n n n n n

n n n n n

 
    



  

     

 

 

 (2.11) 

 

Аналогично исследуем систему 6 уравнений (2.7) при 2i   . Ранг матрицы ра-

вен 5. Отбрасываем уравнение, отвечающее нижней строке. Пусть 3c  – свободный па-

раметр, решение имеет вид  
 

 

1

2

3 2 2 2 2

2 1 2 3

1

2

1
2

3 4 4 4

f

f

fi
n n n n

c

c

     
   

 

 

 

    

    

  

    

 

3 2 2 2 2 2

3 2 1 3 1 2 2 3 1 3 2 3

3 2 2 2 2 2

3 2 1 3 1 2 2 3 1 3 2 3

2 2 2 2 2

3 1 2 3 1 2 3 1 2 1 2

2 2 2 2

3 2 3 1 2 3 2 1 2

3 2 2 2

3 1 2 3 1 2 3 1 2

2 4 2 4

2 2 4 4

2 3 4

3 1 2 2

2 3 2 3

c n n in n n n n n in n n

c n n in n n n n n in n n

c n n n i n n n n n n n

ic n n in n n n n n

c in n n n i n n n n n

 
 
 

      

        

       

    

     3

 
 
 

  (2.12) 

 

Знаменатель можно преобразовать так:  
 

  2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 3 1 2 33 4 4 4 3( )n n n n n n n B         
 

Решение со спиральностью 2i    следует из найденного заменой i i . Вы-

ражения для комбинаций  
 

2 2 2 2i i i i                   
 

будут иметь более простой вид:  
 

 

 

 

  
 

 

 

 

 

 

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 3 3 1 2 3

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 3 3 1 2 3

2 2 2 2 23 3
1 2 1 2 3 3 1 2

2 2 22
2 1 2 31 3 2

2 2 22
1 1 2 32 3 1

2 2 2 2 4 4

2 2 2 2 4 4

2 2 2    6

2 2 26 1

2 2 26 1

n n n n n n n n n

n n n n n n n n n

c i c
n n n n n n n n

B B

n n n nn n n

n n n nn n n

   
    

     

       

        

  

  

 (2.13) 

 

 



ФІЗІКА 13 

После упрощения получаем 
 

 

 

 

2 2
1 2 1 3 1

2 2
1 2 2 3 2

2
2 23 3

1 2 3
3 1 2

2
2

1 3 2
2 2

2 2

2 3 1 1 1

6 ( 1) 6 ( 1)

6 (1 ) 6 ( 1)

6 ( 1) 6

6 1 6 (1 )

6 1 6 ( 1)

n n n n n

n n n n n
c i cn n n n n n
B B

n n n n n

n n n n n

   
    

 

   

   

 

 

 (2.14) 

 

Теперь рассмотрим подсистему из трех уравнений:  
 

 

3 12

2

3 1 2

2 31

0 det 1

n n d

n n d

n n d



  



 
 
 

 

       

 

 (2.15) 

 

Сначала исследуем случай 0  : 
 

3 12

13 2

2 1 3

0

0 0

0

n n d

n n d

n n d



 



, 

 

ранг матрицы равен 2. Отбрасываем уравнение, соответствующее нижней строке, сво-

бодной переменной выбираем 3d . Решение имеет вид  
 

 1 2
1 3 2 3

3 3

0
n n

d d d d
n n

        (2.16) 

 

Теперь исследуем случай i   :  
 

 

3 12

13 2

2 1 3

0

i n n d

n i n d

n n i d

 

   

 

 

 

Ранг равен 2, отбрасываем уравнение, соответствующее нижней строке, свобод-

ной переменной выбираем 3d . Решение имеет вид 
 

 
2 1 31 3

2

2 3 12 3 1

in n nd d
i

n n ind n



    


 (2.17) 

 

Решение со спиральностью i    следует из найденного заменой i i . Более 

простые решения задаются равенствами  
 

 

1 3

2

3 23
3 2

12 3 3

2

3

2

1 2

22 1

1

n n

n ni d
d

nn n n

n

 


     





 (2.18) 

 

Соберем результаты о структуре собственных состояний оператора спирально-

сти вместе  
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2 3 1 2 0 1 3

2 3 1 2 0 1 3

1 2 3 1 2 0 3

1 2 3 1 2 0 3

1 2 0

6 0 0  0  0  любое

6 0 0  0  любое  0

6 0  0  любое

6 2 0  0  любое

3 0 0  0

f f c c f d f c

f f c c f d f c

i f f f c c f d c

i f f f c c f d c

d d f f











              

              

              

              

         3

1 2 0 3

0 0

 0  любое

3 0  0  0  любое

1: 0, , 0,  0,  0,  любое.

c d

i d d f f c d

f f c d f





   

             

    

 (2.19) 

 
3. Классификация решений и оператор спиральности 

Будем следить за известными пятью независимыми решениями уравнений Пау-

ли – Фирца для массивной частицы [26] (выбираем нормировочные множители из со-

ображений простоты; используем обозначение 
0 0j jn k k k k E E       ):  

 

 

1 21 2 1 2

2 3

2 22 2 2

1 2 3 31 2 2

2 22 2 2 2

2 32 1 2 2

2 22 2 2 2

1 31 1 1 2

2 2

2 2

2

4 5 3

2

2 3

1 2 3 1 3

22 2

20 0

    ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

0 0

2 2

0   2

2 0

2 2

En nEn n En n

En n

E E nE E n n E E n

n E nn E n n E n

n E nn E n n E n

En E n

E n

n n

n n n En n



          

 

 



      





 (3.1) 

 

К аналогичной форме приводим выражения и для спиральных решений: 
 

 

2 2

2 1

2 2

3 1

2 3

1 3

1 2 3 4

1 2

1

2

3

0 1 0 0

0 1 0

0 1 0

0 0 0

0 0 0
0       

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0 0

n n

n n

n n

n n

n n

n

n

n







               (3.2) 

 

i     
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 

 

2
2

1 2 1
1 3

2
2

1 2 2
2 3

2
2 2

1 2 3
3 1 2

2 2
1 3 2 2 2

22
1 12 3 1

5 6 7 82 2 2 2
2 2 2 2

1 2 1 2
1 2 1 2

1 3

2 3

2

3

12 (2 1) 012
12 (1 ) 012

24 012 ( )

6 4 1 06 (1 2 )

06 (2 1)6 4 1
      

03(4 )3(4 )
200
200

100
000

n n n i n n
n n n i n n

n n n i n n n

n n n i n n

i n nn n n

n n n nn n n n
n n

n n

n



  



 


         

  



2

1

2

3

0

0

0

0

0

0

2

2

1

0

n i

n i

n

 





 (3.3) 

 

 

 

 

2 2
1 2 1 3 1

2 2
1 2 2 3 2

2
2 2

1 2 3
3 1 2

2
21 3 2

2 2

2 2

2 3 1 1 1
9 10

2 2 22 2 2
1 2 31 2 3

6 ( 1) 6 ( 1)

6 (1 ) 6 ( 1)

6 ( 1) 6

6 1 6 (1 )

6 1 6 ( 1)
2

3( )3( )

00

00

00

00

n n n i n n

n n n i n n

n n n i n n n

n n n i n n

n n n i n ni
n n nn n n



 
 
 

 

   

 

 

 
        



 (3.4) 

 

Должны существовать линейные разложения пяти известных решений по спи-

ральным: 
 

 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10 10 1

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10 10 2

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10 10 3

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x

                     

                     

                     

              8 8 9 9 10 10 4

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10 10 5.

x x x

x x x x x x x x x x

       

                    

 (3.5) 

 

Каждое из этих пяти разложений дает десятимерную линейную неоднородную 

систему уравнений (используем матричную запись):  
 

 1 2 3 4 5 { } 1 10s iAX s X x i              (3.6) 
 

столбцы матрицы A  совпадают со спиральными решениями 
j . В общем случае мат-

рица A  оказывается очень громоздкой, поэтому исследуем более простые случаи. 
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Пусть 1 0n  , при этом разложение для 1  определяется соотношениями  
 

 

 
 

1 2 2

3 3

2 2

3
3

3

4

5

(1) 1 4 4 5 5 7 7 8 8 9 9

6 2 2

3
7

2

3
8

2

9

10
3

0

0

0

1

1

3

0 (3.7)

1

2 1

2

3

0

x
iE n n

x
n

x
E

x

x
X x x x x x

x
iE n

x
nx

iEx

x

E







              








 

Аналогично находим остальные четыре решения:  
 

  

 

  
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Рассмотрим случай 2 0n  , здесь имеем следующие пять решений: 
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Пусть теперь 3 0n  , в этом случае имеем решения: 
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Теперь обращаемся к случаю безмассовой частицы. Здесь физическими решени-

ями, не содержащими калибровочных компонент, являются только два [25]:  
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 (3.10) 

 

Эти решения должны раскладываться по спиральным, как и в массивном случае. 

Также рассматриваем три простых случая.  

При 1 0n   находим следующие решения: 
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При 2 0n   имеем разложения 
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При 3 0n   имеем разложения 
 

   

   

 
 

2
2 6 4 2 2

2 2 2 2 2 3

8 6 4 2

2 2 2 2

2
2 4 2 2

2 2 2 2 3

8 6 4 2

2 2 2 2

2 2

2 3 3

3 2
2 2 2

2 2 3

8 6 4 2

2 2 2 2

2 2
(1) 2 3

2

2

2

2 3 3

2

2 3 3

0

1 7 7 2 1

4 6 1

1 5 3 1

4 6 1

1 1

1 2 1 1

6 4 6 1

1 1

12 6

1
1

2

1
1

2

in n n n n n

n n n n

in n n n n

n n n n

n n n

i n n n

n n n n

X n n

n

in n n

in n n


 
 
 

    

   

   


   

  

  


   

  



 



 
 

3 2
2 4 2 2

2 2 2 3

8 6 4 2

2 2 2 2

2

3

2

2

1 1 1

6 4 6 1

1

6 1

i n n n n

n n n n

n

n


 
 
 
   

   





 

 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 2 / 2021 22 

   

   

 

 

 

2
6 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 3 2 3

8 6 4 2

2 2 2 2

3 2
6 4 2 2 2

2 2 2 2 3 2 3

2 8 6 4 2

2 2 2 2 2

3 2
2 2 2

2 3 2 3

8 6 4

2 2 2
(2)

0

7 7 2 1 1 2 1

4 6 1

6 8 3 2 1 1

1 4 6 1

0

2 1 1 1 2

6 4 6

in n n n n n i n n

n n n n

in n n n in n n

n n n n n

n i n n n

n n nX

 
 
 
 

 
  
   

 

 
  
   

 

      


   

     

    

   

   

 

 

2

2

2 2

2 3

2

2

3 2
4 2 2 2

2 2 3 2 3

8 6 4 2

2 2 2 2

2

3

2

2

1

1 1

6 12

0

0

1 2 1 1

6 4 6 1

1

6 1

n

n n

n

i n n in n n

n n n n

n

n

 
  
   

 

  

 



    

   






 (3.13) 

 

Заключение 

Решена задача о нахождении всех собственных состояний оператора спирально-

сти для симметричного тензора 2-го ранга, описывающего поле со спином 2. Независи-

мые компоненты симметричного тензора описываются 10-мерной функцией, соответ-

ственно, задача сводится к анализу уравнения на собственные значения в 10-мерном 

пространстве. Найден набор собственных значений: 0   с кратностью 4, i    

с кратностью 2, 2i    с кратностью 1; получены явные представления для 10 соот-

ветствующих собственных векторов. В случае массивной частицы 5 независимых ре-

шений исходной системы уравнений Паули – Фирца в виде плоских волн разложены 

в линейные комбинации по спиральным решениям. В случае безмассовой частицы два 

физических независимых решения, не содержащих калибровочных компонент, также 

разложены по спиральным состояниям.  
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