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ПРИЗНАКИ P-СВЕРХРАЗРЕШИМОСТИ ГРУППЫ 

С ЗАДАННЫМИ СИСТЕМАМИ УСЛОВНО ПЕРЕСТАНОВОЧНЫХ ПОДГРУПП* 
 

Подгруппа A  группы G  называется условно полунормальной подгруппой в G , если для под-
группы A  существует добавление T  в группе G  такое, что для каждой подгруппы 1T  из T  существует 

элемент 1,x A T∈〈 〉  такой, что A  перестановочна с 1
xT . В данной работе приведены признаки p-сверх-

разрешимости группы, факторизуемой условно полунормальными подгруппами. Кроме того, установлена 
p-сверхразрешимость p-разрешимой группы G , в которой все максимальные подгруппы силовской 
p-подгруппы являются условно полунормальными и изучено строение группы с условно полунормальными 
циклическими подгруппами. 

Ключевые слова: условно полунормальная подгруппа, факторизуемая группа, силовская подгруппа, 
максимальная подгруппа. 

 
Sufficient Conditions for the p-Supersolubility of a Group 

with Given Systems of Conditionally Permutable Subgroups 
 

A subgroup A  of a group G  is called a conditionally seminormal subgroup of G  if there is a supplement 
T  to A  in G  such that for each subgroup 1T  of T  there is an element 1,x A T∈〈 〉  such that A  permutes 

with 1
xT . In this paper, we present criteria for p-supersolubility of a group factorizable by conditionally seminor-

mal subgroups. Furthermore, we establish p-supersolubility for a p-soluble group G  in which all maximal sub-
groups of the Sylow p-subgroup are conditionally seminormal, and we study the structure of a group with condi-
tionally seminormal cyclic subgroups. 

Key words: conditionally seminormal subgroup, factorized group, Sylow subgroup, maximal subgroup. 
 
Введение 
Рассматриваются только конечные группы. Подгруппы A  и B  группы G  называ-

ются перестановочными, если AB BA= .  
Подгруппа A  называется полунормальной в группе G , если существует под-

группа T  такая, что G AT=  и A  перестановочна с каждой подгруппой из T  [1]. Группы 
с различными системами полунормальных подгрупп изучены в [2; 3]. В работе [4] иссле-
дованы группы, факторизуемые полунормальными подгруппами, в частности, доказаны 
сверхразрешимость и p -сверхразрешимость таких групп. Подгруппы A  и B  группы G  
называются cc -перестановочными в G , если A  перестановочна с gB  для некоторого 
элемента ,g A B∈〈 〉  [5]. При этом подгруппа A  группы G  называется cc -перестановочной 
______________ 
*Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования Республика Беларусь в рам-
ках выполнения НИР «Конечные группы с заданными ограничениями на канонические подгруппы» (ГПНИ 
«Конвергенция-2030» на 2026–2030 гг.). 
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в G , если A  cc -перестановочна с каждой подгруппой из G . Подгруппы A  и B  группы 
G  называются взаимно (тотально) перестановочными [6], если UB BU=  и AV VA=  (со-
ответственно, UV VU= ) для всех U A≤  и V B≤ . По аналогии, подгруппы A  и B  группы 
G  называются тотально cc -перестановочными, если подгруппа A  сс-перестановочна 
с каждой подгруппой группы B  и подгруппа B  сс-перестановочна с каждой подгруппой 
группы A .  

Со времени выхода работы [6] теория произведений тотально перестановочных 
подгрупп получила широкое развитие. Так, в работе [7] было введено понятие tcc -под-
группы: подгруппа A  группы G  называется tcc -подгруппой в G , если в G  существует 
подгруппа T  такая, что G AT=  и подгруппы A  и T  тотально cc -перестановочны, 
где T  – условное добавление к A  в G . Кроме того, в [7] исследованы группы с задан-
ными системами tcc -подгрупп.  

В работе [8] введено определение: подгруппа A  группы G  называется условно 
полунормальной подгруппой в G , если в группе G  существует подгруппа T  такая, 
что G AT=  и A  сс-перестановочна с каждой подгруппой из T . Так же в [8] приведены 
основные свойства условно полунормальных подгрупп и доказаны случаи сверхразре-
шимости групп, содержащих условно полунормальные подгруппы.  

В данной работе развиваются изложенные выше результаты, а именно приводятся 
признаки p -сверхразрешимости группы, факторизуемой условно полунормальными 
подгруппами и обобщены результаты из [2; 3] на случай условно полунормальных под-
групп. Кроме того, установлена p -сверхразрешимость p -разрешимой группы G , в ко-
торой все максимальные подгруппы силовской p -подгруппы являются условно полу-
нормальными.  

 
1. Предварительные рассмотрения 
Терминология и используемые обозначения соответствуют [9; 10]. Запись H G≤  

означает, что H  – подгруппа группы G . Если H G≤  и H G≠ , то пишем H G< . Запись 
H G  означает, что H  – нормальная подгруппа группы G . Через G′ , ( )Z G , ( )F G  
и ( )GΦ  обозначаются коммутант, центр, подгруппы Фиттинга и Фраттини группы G  
соответственно; O ( )p G  и O ( )p G′  – наибольшие нормальные в G  p - и p′ -подгруппы 
соответственно; ( )Gπ  – множество всех простых делителей порядка группы G . Элемен-
тарная абелева группа порядка tp  и циклическая группа порядка m  обозначаются tp

E  

и mZ  соответственно, а [ ]A B  – полупрямое произведение нормальной подгруппы A  
и подгруппы B . 

Группа называется p -разрешимой, если ее главные факторы либо p -группы, 
либo p′ -группы, а p -сверхразрешимой, если порядки ее главных факторов либо равны p
, либо не делятся на p . Через ( )l Gπ  обозначается π -длина π -разрешимой группы G . 

Через pS  обозначим класс всех p -разрешимых, а через pU  класс всех p -сверх-
разрешимых групп. Группа с нормальной p′ -холловой подгруппой называется p -ниль-
потентной.  

Лемма 1.1. Пусть A  – условно полунормальная подгруппа группы G  и Y  – услов-
ное добавление к A  в G . Тогда справедливы следующие утверждения: 

(1) A  – условно полунормальная подгруппа в H  для каждой подгруппы H  
группы G  такой, что A H≤ ; 

(2) /AN N  – условно полунормальная подгруппа в /G N  для каждой N G ; 
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(3) для каждой X Y≤  существует y Y∈  такой, что yAX G≤ . В частности, 
AM G≤  для некоторой максимальной подгруппы M  группы Y  и AH G≤  для некото-
рой π -холловой подгруппы H  разрешимой группы Y  и любого ( )Gπ π⊆ ; 

(4) AK G≤  для каждой субнормальной подгруппы K  в Y ; 
(5) gAK  для любого g G∈  и любой субнормальной подгруппы K  из Y ; 
(6) xA  – условно полунормальная подгруппа группы G  и xY  – условное добавление 

к xA  в G  для любого x G∈ ; 
(7) если A  – максимальная подгруппа, то :G A  – простое число; 
(8) если Y  разрешима и A  r -замкнута, r  – наибольшее простое число из N G= , 

то ее силовская r -подгруппа rA  субнормальна в G ; 
(9) если A  2 -нильпотентна, то A′  субнормальна в G . 
Доказательство. Утверждения (1) – (8) известны [8, лемма 2.1].  
(9). Применим индукцию по G . Из (3) следует, что для каждого ( )p Yπ∈  суще-

ствует силовская p -подгруппа pY  из Y  такая, что pAY G≤ . Предположим, что pAY G<  
для каждого ( )p Yπ∈ . Тогда из (1) следует, что A  является условно полунормальной 
подгруппой в pAY  и по индукции A′  субнормальна в pAY . Ясно, что для каждого 

( )p Gπ∈  существует силовская p -подгруппа R  из G  такая, что pR AY≤ . Так как 
, pA A R AY′ ′≤ 〈 〉 ≤ , то A′  субнормальна в ,A R′〈 〉 . По [11, теорема] A′  субнормальна в G . 

Следовательно, qG AY=  для некоторого ( )q Yπ∈ . Из (4) следует, что A  полунор-

мальна в G . Так как A  2-нильпотентна, то GA  разрешима по [12, лемма 10]. Следова-
тельно, G

q qG AY A Y= =  разрешима. Из (4) следует, что qY  является минимальным 
условным добавлением к A  в G  и AT G<  для некоторой максимальной подгруппы T  
группы qY . Поскольку A  является условно полунормальной подгруппой в AT , то по ин-

дукции A′  субнормальна в AT . Поскольку :G AT q=∣ ∣ , то по [13, лемма 3.5] / ( )GG AT  
сверхразрешима, и, следовательно, ( / ( ) ) ( ) / ( )G G GG AT G AT AT′ ′=  нильпотентна. Так как 
A G′ ′≤ , то ( ) / ( ) ( ) / ( )G G G GA AT AT G AT AT′ ′≤  и, следовательно, ( )GA AT′  субнормальна 
в G . Ясно, что ( )GA A AT AT′ ′≤ ≤ . Так как A′  субнормальна в AT то A′  субнормальна 
в ( )GA AT′  и A′  субнормальна в G . 

Лемма 1.2 [10, VI.9].  
1. Класс pU  – наследственная насыщенная формация. 
2. Каждая минимальная нормальная подгруппа p -сверхразрешимой группы явля-

ется либо p′ -подгруппой, либо подгруппой порядка p . В частности, p -ранг p -сверх-
разрешимой группы равен 1. 

3. Пусть N  – нормальная в G  подгруппа и /G N p∈ U . Если N  циклическая 
или { ( ), ( ), ( )}pN Z G O G G′∈ Φ , то G p∈ U . 

4. Коммутант p -сверхразрешимой группы p -нильпотентен. 
Лемма 1.3 [14, лемма 5]. Предположим, что p -разрешимая группа G  не принад-

лежит pU , но /G K p∈ U  для каждой неединичной нормальной в G  подгруппы K . 
Тогда справедливы следующие утверждения: 

(1)  ( ) ( ) ( ) 1pZ G O G G′= = Φ = ; 
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(2)  группа G  содержит единственную минимальную нормальную подгруппу N , 
( ) ( ) ( )p GN F G O G C N= = = ; 
(3)  G  – примитивная группа; [ ]G N M= , где M  – максимальная подгруппа 

в группе G  с единичным ядром; 
(4)  N  – элементарная абелева подгруппа порядка np , 1n > ; 
(5)  если подгруппа M  абелева, то M  циклическая порядка, делящего 1np − , а n  – 

наименьшее натуральное число, удовлетворяющее сравнению ( )1 mod | |np M≡ . 
Лемма 1.4 [14, Следствие 1.1]. Пусть A  и B  – нормальные p -сверхразрешимые 

подгруппы группы G  и G AB= . Если коммутант G′  p -нильпотентен, то G  p -сверх-
разрешима. 

 
2. О p -сверхразрешимости группы, факторизуемой условно полунормаль-

ными подгруппами 
Теорема 2.1. Пусть A  и B  – p -сверхразрешимые условно полунормальные под-

группы группы G  и G AB= . Тогда G  p -сверхразрешима в следующих случаях: 
(1)  коммутант G′  p -нильпотентен; 
(2)  группа G  p -разрешима и (| |,| |) 1A B = . 
Доказательство. Предположим, что теорема неверна и пусть G  – контрпример 

минимального порядка. Пусть N  – неединичная нормальная подгруппа в G . Фактор-
группа 

/ ( / )( / ), / / , / / ,G N AN N BN N AN N A A N BN N B B N= ∩ ∩   
 

поэтому подгруппы /AN N  и /BN N  p -сверхразрешимы, а по лемме 1.1 (2) они явля-
ются условно полунормальными подгруппами в /G N . 

1. Так как 
( / ) / / ,G N G N N G G N′ ′ ′ ′= ∩  

 

то коммутант ( / )G N ′  p -нильпотентен. Следовательно, фактор-группа /G N  удовле-
творяет всем требованиям теоремы и /G N  p -сверхразрешима по выбору группы G . 
Так как /G N p∈ S  и G p′∈ S , то группа G p∈ S . Из леммы 1.3 получаем, что группа G  
примитивна, в G  существует единственная минимальная нормальная подгруппа N  такая, 
что ( ) ( ) ( )G pN C N O G F G= = = , N  – элементарная абелева подгруппа порядка np , 1n > . 
Теперь N G′≤  и поскольку ( ) 1pO G′ = , то G′  – p -подгруппа. Следовательно, N G′=  
и /G N  абелева. Докажем, что AN  и BN  – собственные подгруппы группы G . Предпо-
ложим, что AN G= . Тогда 1A N∩ = , A  – максимальная в G  подгруппа. По условию 
A  – условно полунормальная подгруппа в G . По лемме 2.1 (7) | : |G A r= , где r  – про-
стое число. Поэтому | |N r= , противоречие. Значит, предположение неверно и AN G< . 
Аналогично, BN G< . 

По лемме 2.1 (1) подгруппа A  является условно полунормальной подгруппой 
в AN  и p -сверхразрешима по условию. Так как N  нормальна в AN , то N  – условно 
полунормальная подгруппа в AN . Кроме того, N  абелева. Поскольку ( )AN G′ ′≤ , 
то коммутант ( )AN ′  p -нильпотентен. По индукции подгруппа AN p -сверхразрешима. 
Аналогично, BN p -сверхразрешима. Так как /G N  абелева, то AN  и BN  нормальны 
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в G . Теперь группа ( )( )G AN BN=  является произведением нормальных p -сверхразре-
шимых подгрупп AN  и BN и ее коммутант G′  p -нильпотентен. По лемме 1.4 группа 
G  p -сверхразрешима. 

2. Так как 
 

(| / |,| / |) (| / |,| / |) 1AN N BN N A A N B B N= ∩ ∩ = , 
 

то фактор-группа /G N  удовлетворяет всем требованиям теоремы и /G N  p -сверх-
разрешима по выбору группы G . Так как группа G  p -разрешима по условию, 
то по лемме 1.3 G  примитивна, в G  существует единственная минимальная нормальная 
подгруппа N  такая, что ( ) ( ) ( )G pN C N O G F G= = = , N  – элементарная абелева под-

группа порядка np , 1n > . Пусть p  – простой делитель порядка группы A , следова-
тельно, B  – p′ -группа, так как (| |,| |) 1A B = . Пусть H  – условное добавление к под-
группе B  в G , тогда G BH= . Так как B  – p′ -группа, то N H≤ . Поскольку подгруппа 
A  p -сверхразрешима по условию, тогда по лемме 1.2 (2) существует минимальная нор-
мальная подгруппа 1N  в ,A  порядок которой равен p  и  1N N≤ . Таким образом, 1N  
субнормальна в H , тогда по лемме 1.1 (4) 1BN G≤ . По тождеству Дедекинда 

1 1 1,( )N BN N N B N∩ = ∩ =  следовательно, 1 1N BN  и 1( )GB N N≤ . Так как 1N  нор-
мальна в A  и 1( )GB N N≤ , то 1N  нормальна в G AB= , противоречие. 

Пример 2.1.1 [15, с. 181, 4.2.12]. Группа 2 37
[ ]G E S=  не является 7-сверхразреши-

мой группой. Эта группа обладает факторизацией 2 23 27 7
([ ] )([ ] )G E Z E Z= , где подгруппы 

2 37
[ ]E Z  и 2 27

[ ]E Z  7-сверхразрешимы, условно полунормальны и их порядки не являются 
взаимно простыми. Следовательно, условие (| |,| |) 1A B =  в теореме 2.1 (2) убрать нельзя. 

 
3. О строении группы с условно полунормальными циклическими подгруппами 
Теорема 3.1. Если все подгруппы порядка 2p >  являются условно полунормаль-

ными подгруппами группы G , то G  p -сверхразрешима. 
Доказательство. Предположим, что теорема неверна и G  – контрпример мини-

мального порядка. 
Пусть M  – максимальная подгруппа группы G  и подгруппа H  порядка p  со-

держится в M . По условию H  условно полунормальна в G , тогда по лемме 1.1 (1) H  – 
условно полунормальная подгруппа группы M . Следовательно, любая максимальная 
подгруппа M  группы G  p -сверхразрешима по индукции.  

Пусть корадикал pG U  разрешимый. Тогда из [16, теорема 1.1] следует, что pG U  
является p -группой, / ( )p pG GΦU U  – минимальная нормальная подгруппа в / ( )pG GΦ U  
и группа pG U  имеет экспоненту p .  

Выберем подгруппу / ( )pK K G= Φ U  группы / ( )p p pG G G= ΦU U U  порядка p . Тогда 
 

( ) ( ) / ( ).p p pK x G x G G= 〈 Φ 〉 = 〈 〉Φ ΦU U U  
 

Так как px G∈ U , то | |x p= . Из леммы 1.1 (2) следует, что K  – условно полунор-
мальная подгруппа в G  и / ( )pY Y G= Φ U  – условное добавление к K  в G . Пусть Q  – 
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силовская q -подгруппа в Y , q p≠ . Тогда по лемме 1.1 (3) .KQ G≤  По тождеству Деде-

кинда ( )p pG KQ K G Q∩ = ∩U U , следовательно, K KQ  и ( )GQ N K≤ . Тогда K G  и 
pK G= U , и порядок группы / ( )p p pG G G= ΦU U U  равен p . 
Фактор-группа ( / ( )) / ( / ( )) /p p p pG G G G G GΦ Φ 

U U U U  p -сверхразрешима, тогда 
по лемме 1.2 (3) группа / ( )pG GΦ U  является p -сверхразрешимой – противоречие.  

Значит, корадикал pG U  не является разрешимым. Тогда по [17, теорема 4.2.] 
фактор-группа / ( )G GΦ  является простой. Пусть P  – силовская p -подгруппа группы 
G  и 1( ) |   , pP x x P x eΩ = 〈 ∈ = 〉  – нижний слой подгруппы P . Предположим, что 1( )PΩ  
лежит в подгруппе Фраттини ( )GΦ . Пусть pΦ  – силовская p -подгруппа в ( )GΦ . 
Так как pΦ  характеристическая подгруппа в ( )GΦ  и ( )GΦ  нормальна в G , то pΦ  – 
нормальная подгруппа группы G  и ( )p pO GΦ ≤ . Выберем произвольную подгруппу x〈 〉  

порядка p  такую, что px P〈 〉 ≤ Φ ≤ , тогда 1( ) | , p
pP x x x eΩ = 〈 ∈Φ = 〉  является подгруп-

пой группы pΦ  и, следовательно, подгруппой в ( )pO G . По [17, теорема 4.3.] 

( ) ( )pO G Z G≤ , тогда 1( ) ( )P Z GΩ ≤ . Согласно [10, IV. 5.5] группа G  p -нильпотентна и, 
как следствие, p -сверхразрешима – противоречие. Тогда предположение неверно 
и 1( )PΩ  не является подгруппой в ( )GΦ . 

Так как 1( ) ( )P GΩ Φ , то существует элемент 1( )x P∈Ω  такой, что подгруппа x〈 〉  
не является подгруппой в ( )GΦ . Тогда существует нетривиальная подгруппа 

( ) ( ) / ( )X x G x G G= 〈 Φ 〉 = 〈 〉Φ Φ  порядка p . По лемме 1.1 (3) X  является условно полу-
нормальной подгруппой в / ( )G G G= Φ  и существует подгруппа Y  – условное добавле-
ние к X  в G . Так как порядок подгруппы X  равен p , то X  – tcc-подгруппа группы G  
и подгруппы X  и Y  тотально сс-перестановочны. Тогда по [18, теорема 4] 
[ , ] ( )X Y F G≤ . Подгруппа ( )F G  тривиальна, тогда [ , ] 1X Y =  и ( )GY C X≤ . Так как 

G XY= , то X  – нормальная подгруппа группы / ( )G G G= Φ  – противоречие. Следова-
тельно, группа G  p -сверхразрешима.  

Теорема 3.2. Если все циклические подгруппы порядка 2 или 4 являются условно 
полунормальными подгруппами группы G , то G  2-нильпотентна. 

Доказательство. Предположим, что теорема неверна и G  – контрпример мини-
мального порядка. 

Пусть M  – максимальная подгруппа группы G  и циклическая подгруппа H  по-
рядка 2 или 4 содержится в M . По условию H  условно полунормальна в G , тогда 
по лемме 1.1 (1) H  – условно полунормальная подгруппа группы M . Следовательно, 
любая максимальная подгруппа M  группы G  2-нильпотентна по индукции. Тогда со-
гласно [10, III, 5.2] [ ]G P Q= , где P  – нормальная 2-силовская подгруппа группы G  экс-
поненты 2 или 4, а Q  – циклическая силовская q -подгруппа группы G . Пусть x P∈  и 
H x= 〈 〉 , тогда | | 2H =  или | | 4H = . По условию H  – условно полунормальная подгруппа 
группы G . По лемме 1.1 (3) HQ G≤ . Согласно [10, IV, 2.8] ( )GH N Q≤ , следовательно, 

( )GP N Q≤  и Q  нормальна в G  – противоречие. 
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4. О строении группы с силовской условно полунормальной подгруппой  
Теорема 4.1 Если в p -разрешимой группе G  все максимальные подгруппы силов-

ской p -подгруппы являются условно полунормальными подгруппами в G , то группа G  
p -сверхразрешима.  

Доказательство. Пусть P  – силовская p -подгруппа группы G . Если P  цикли-
ческая, то G  p -сверхразрешима. Пусть P  нециклическая. Тогда согласно лемме 1.1 (3) 
для каждой максимальной подгруппы iP  из P  и каждого ( ) \{ }q G pπ∈  существует си-
ловская q -подгруппа Q  в G  такая, что iPQ G≤ . По [19, теорема 3.4] группа G  p -сверх-
разрешима. 

Теорема 4.2. Пусть p  – наибольший простой делитель порядка группы G  и P  – 
силовская p -подгруппа в G . Если P  условно полунормальна в G , то P  – нормальная 
подгруппа группы G .  

Доказательство. По условию теоремы P  существует условное добавление Y  
такое, что PY G=  и 1PY Gα =  для любой подгруппы 1Y  группы Y , где 1,P Yα ∈〈 〉 . Пусть 
Q  – силовская q -подгруппа группы Y  и q p≠ . Ясно, что Q  силовская подгруппа в G . 
Пусть PQ PQα ′= , где Q′  – силовская q -подгруппа из G . Тогда PQ′  – бипримарная 
холлова подгруппа группы G , в которой P  условно полунормальна и q p< .  

Если PQ′  – собственная подгруппа группы G , то P  нормальна в PQ′  по индук-
ции. Поэтому ( )GQ N P′ ≤ . Поскольку q  – произвольное простое число, отличное от p , 
получаем, что P  нормальна в G . Значит, G PQ′=  и Q′  – условное добавление. Пусть 

1Q  и 2Q  – различные максимальные подгруппы в Q′ . Тогда из леммы 1.1 (3) следует, что 

1PQ G<  и 2PQ G< . Согласно лемме 2.1 (1) P  – условно полунормальная подгруппа 
группы 1PQ . Следовательно, P  нормальна в 1PQ  и 1 ( )GQ N P≤ . Аналогично, 2 ( )GQ N P≤
. Поэтому 1 2, ( )GQ Q Q N P= 〈 〉 ≤  и P  нормальна в G . Значит, Q′  содержит единственную 
максимальную подгруппу, а следовательно, Q  циклическая. Так как q p< , то группа G  
p -нильпотентна, следовательно, P  нормальна в G .  

Теорема 4.3. Пусть G  – p -разрешимая группа, P  – силовская p -подгруппа 
группы G  и P  условно полунормальна в G .  

(1) Если p′ -холлова подгруппа группы G  q -сверхразрешима для некоторого 
q p≠ , то G  q -сверхразрешима.  

(2) ( )pP O G′ ≤ . 

(3) ( ) 2pl G ≤  и ( ) 2l Gπ ≤ , где ( ) \{ }G pπ π= . 
Доказательство. 
1. Так как G  – p -разрешима, то согласно [20, теорема 6.3.5] в ней существует 

p′ -холлова подгруппа, которая является условным добавлением к P  в G . Действи-
тельно, пусть Y  – условное добавление к P  в G . Тогда по лемме 1.1 (3) существует 
p′ -холлова подгруппа H  в Y , которая и будет p′ -холловой подгруппой в G  такой, 

что PH G= .  
Покажем, что G  q -разрешима. Пусть N  – произвольная минимальная нормаль-

ная подгруппа группы G . Значит, N  либо p -подгруппа, либо p′ -подгруппа. По индук-
ции фактор-группа /G N  q -разрешима. Если N  – p -подгруппа, то G  q -разрешима. 
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Если N  – p′ -подгруппа, то N H≤  и N  q -сверхразрешима. Таким образом, группа G  
q -разрешима. 

Предположим, что группа G  не является q -сверхразрешимой. Тогда из леммы 
1.3 следует, что в группе G  существует единственная минимальная нормальная под-
группа N , порядок которой равен qα , 1α > . Следовательно, N H≤  и H  q -сверхразре-
шима по условию. Согласно лемме 1.2 (2) в H  существует минимальная нормальная 
подгруппа 1N  порядка q  такая, что 1N N H≤ ≤ . Так как силовская p -подгруппа P  
условно полунормальна в G  и 1N  субнормальна в H , то 1PN G≤  по [лемма 1.1.(4)]. 
По тождеству Дедекинда 1 1 1( )N PN N N P N∩ = ∩ = . Тогда 1N  – нормальная подгруппа 
группы 1PN  и 1( )GP N N≤ . Следовательно, 1N  нормальна в группе G , противоречие. 
Таким образом, группа G  q -сверхразрешима. 

2. По лемме 1.1 (9) подгруппа P′  субнормальна в группе G . Следовательно, 
( )pP O G′ ≤ .  
3. Фактор-группа / ( )pP O G является силовской p -подгруппой в / ( ).pG O G  Ком-

мутант ( )pP O G′ ≤  по п. 2, тогда фактор-группа / ( ) ( / ) / ( ( ) / )p pP O G P P O G P′ ′
  абелева 

и ( / ( )) 1p pl G O G ≤  по [21, теорема 6.1 (3)]. 
Получаем, что ( ) ( / ( )) ( ( )) 1 1 2p p p p pl G l G O G l O G≤ + ≤ + = .  
Пусть ( ) 1pO G ≠ . Применим индукцию по порядку группы .G  Фактор-группа 

/ ( )pG O G  p -разрешима, / ( )pP O G  – силовская p -подгруппа группы / ( )pG O G  
и / ( )pP O G  условно полунормальна в / ( )pG O G . Тогда ( / ( )) 2pl G O Gπ ≤  
и  

( ) ( / ( )) ( ( )) 2 0 2p pl G l G O G l O Gπ π π≤ + ≤ + = . 
 

Теперь ( ) 1pO G = . В этом случае ( ) 1pP O G′ ≤ =  и силовская p -подгруппа Р  абе-
лева. Тогда ( ) 1pl G ≤  и группа G обладает нормальным рядом 

 

1 2 31 ( )pO G G G G G= ≤ ≤ ≤ = , 
 

где 2 1 1/ ( / )pG G O G G= , 1 / ( ) ( / ( ))p pG O G O G O Gπ=  и 3 2 2/ ( / )G G O G Gπ= . Значит, 
( ) 2l Gπ ≤ . 

Следствие 4.3.1. Пусть G  – бипримарная группа и ( ) { , }G p qπ = . Если силовская 
p -подгруппа группы G  условно полунормальна в G , то группа G  q -сверхразрешима 

и ( ) 3n G ≤ . Если p q> , то ( ) 2n G ≤ . 
 
Заключение 
В данной работе приведены признаки p-сверхразрешимости группы, факторизу-

емой условно полунормальными подгруппами. Кроме того, установлена p-сверхразре-
шимость p-разрешимой группы G , в которой все максимальные подгруппы силовской 
p-подгруппы являются условно полунормальными и изучено строение группы с условно 
полунормальными циклическими подгруппами. 
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