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О РАЗРЕШИМОСТИ КОНЕЧНОЙ ГРУППЫ 
С ПОЛУСУБНОРМАЛЬНЫМИ ПОДГРУППАМИ ШМИДТА* 

 
Конечная ненильпотентная группа, у которой все собственные подгруппы нильпотентны, 

называется группой Шмидта. Подгруппа A  называется полунормальной в группе G , если сущест-
вует подгруппа B  такая, что =G AB  и 1AB  – собственная в G  подгруппа для всех собственных 
подгрупп 1B  из B . Если подгруппа A  субнормальная или полунормальная подгруппа группы G , 
то она называется полусубнормальной подгруппой группы G . В работе установлена частичная раз-
решимость группы, в которой подгруппы Шмидта четного порядка полусубнормальны, и перечислены 
неабелевы композиционные факторы такой группы. 

Ключевые слова: конечная группа, полусубнормальная подгруппа, группа Шмидта,  
p -разрешимая группа. 

 
On the Solvability of a Finite Group with Semisubnormal Schmidt Subgroups 

 
A finite non-nilpotent group all of whose proper subgroups are nilpotent is called a Schmidt group. 

A subgroup A  is called seminormal in G if there exists a subgroup B  such that =G AB  and 1AB  
is a proper subgroup in G  for all proper subgroups 1B  of B . If a subgroup A  is subnormal or seminormal 
in G , then it is called a semisubnormal subgroup of G . In this paper, we establish the partial solvability 
of a group in which the Schmidt subgroups of even order are semisubnormal, and list the non-Abelian 
composition factors of such group. 

Key words: finite group, semisubnormal subgroup, Schmidt group, p -soluble group.  
 
Введение 
Рассматриваются только конечные группы. Конечная ненильпотентная группа, 

у которой все собственные подгруппы нильпотентны, называется группой Шмидта. 
Начало изучения таких групп положила работа О. Ю. Шмидта [1]. 

Статья В. С. Монахова [2] содержит развернутый обзор, посвященный свойст-
вам подгрупп Шмидта, вопросу их существования в конечных группах, а также неко-
торым приложениям этих результатов в теории классов. 

Подгруппы Шмидта, будучи минимальными ненильпотентными группами, 
входят в состав любой ненильпотентной группы, что подчеркивает их фундаменталь-
ную роль в теории групп. Следовательно, свойства содержащихся в группе подгрупп 
Шмидта во многом определяют ее структуру. 

Изучению влияния этих свойств на строение конечных групп посвящены работы 
таких математиков, как Я. Г. Беркович, В. А. Ведерников, В. Д. Мазуров, В. С. Мо-
нахов и С. А. Сыскин. 

 
 

____________________ 
*Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования Республики 
Беларусь (ГПНИ «Конвергенция-2025», № госрегистрации 20211467). 
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Основная часть 
В работе [3] было предложено следующее понятие. 
Определение 1. Подгруппа A  называется полунормальной в группе G , если 

существует подгруппа B  такая, что =G AB  и 1AB  – собственная в G  подгруппа 

для всех собственных подгрупп 1B  из B .  
Монография [4] содержит систематическое изложение результатов о строении 

групп с заданными системами полунормальных подгрупп и различных обобщений 
этого понятия. 

А. А. Трофимук и В. С. Монахов [5] предложили следующее понятие: 
Определение 2. Подгруппа A  группы G называется полусубнормальной 

в группе G , если она субнормальна или полунормальна в группе G . 
В работе [6] рассмотрены конечные группы с полусубнормальными подгруп-

пами Шмидта и доказаны следующие результаты: 
Теорема 1 [6, теорема 2]. Если все {2,3}− подгруппы Шмидта полусубнор-

мальны в группе G , то группа G  3-разрешима. 
Следствие 1 [6, следствие 1]. Если  все  {2,3}−  подгруппы  Шмидта  и все 

5-замкнутые {2,5}−  подгруппы Шмидта полусубнормальны в группе G , то группа G
разрешима. 

В настоящей работе продолжены исследования групп, у которых подгруппы 
Шмидта полусубнормальны. Доказана следующая теорема. 

Теорема А. 
(1) Если в группе G  все сверхразрешимые подгруппы Шмидта четного 

порядка полусубнормальны в G , то G разрешима. 
(2) Если в группе G все несверхразрешимые подгруппы Шмидта четного 

порядка полусубнормальны, то неабелевы композиционные факторы группы G
изоморфны ( )2,  4SL . В частности, группа G  {2,3,5}' -разрешима. 

 
Используемые обозначения и результаты 
Все обозначения и используемые определения соответствуют [7; 8]. 
Пусть p  – простое число. Группа с нормальной силовской p -подгруппой 

называется p -замкнутой. Группа, содержащая нормальную подгруппу, индекс кото-
рой совпадает с порядком силовской p -подгруппы, называется p -нильпотентной. 

Если порядок подгруппы X  делится на простое число p , то говорят, что X  – 

pd -подгруппа. Обозначим через |G xH H x G= ∈  наименьшую нормальную в G  

подгруппу, содержащую подгруппу H . Центр и коммутант группы G  обозначаются 
через ( )Z G  и 'G  соответственно. Симметрическая и знакопеременная группы 
степени n  обозначаются через nS  и nA ; диэдральная, циклическая и элементарная 

абелева группы порядков k , m  и tp  обозначаются через ,k mD Z , и tp
E  

соответственно; [ ]A B  – полупрямое произведение нормальной подгруппы A  
и подгруппы B . 

Пусть P  – множество всех простых чисел, а π – некоторое множество прос-
тых чисел. Дополнение к π  во множестве P  обозначим через 'π . 
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Итак, Pπ ⊆  и ' = \Pπ π . Символом π  обозначается также функция, опре-

деленная на множестве N  следующим образом: ( )mπ  – множество простых чисел, 
делящих натуральное число m , а ( ) = (| |)G Gπ π . 

Зафиксируем множество простых чисел π . Если ( )mπ π⊆ , то натуральное 
число m  называется π -числом. Группа G  называется: π -группой, если ( )Gπ π⊆ ; 

'π -группой, если ( ) 'Gπ π⊆ . Если | ( ) |= 1Gπ , то группа G  называется примарной, 
а при | ( ) |= 2Gπ  – бипримарной. 

Субнормальным рядом группы G  называется цепочка подгрупп  
 

0 11 = = ,mG G G G≤ ≤ ≤                                                    (1) 
 

в которой подгруппа iG  нормальна в группе 1iG +  для всех = 0,1, , 1i m −
. Этот ряд 

называется композиционным, если iG  является максимальной нормальной подгруп-
пой группы 1iG +  для каждого i ; фактор-группы 1 /i iG G+  называются композицион-
ными факторами этого ряда, а числа 1| / |i iG G+ , = 0,1, , 1i m −

, – индексами компо-
зиционного ряда. 

Группа называется π -разрешимой, если она обладает субнормальным рядом (1), 
факторы которого являются либо разрешимыми π -группами, либо 'π -группами. 

Если в цепочке подгрупп (1) подгруппа iG  нормальна в группе G  для всех 
= 0,1, , 1i m −

, то цепочка (1) называется нормальным рядом группы G . Фактор-
группы 1 /i iG G+  называются факторами этого ряда. 

Группа G  называется сверхразрешимой, если существует нормальный ряд 
такой, что подрядки факторов этого ряда простые числа. 

В следующей лемме приведены свойства групп Шмидта, полученные самим 
О. Ю. Шмидтом в 1924 г. 

Лемма 1 [1]. Пусть S  – группа Шмидта. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 

(1) = [ ]S P Q , где P  – нормальная силовская p -подгруппа, Q  – 
ненормальная силовская q -подгруппа, p  и q  – различные простые числа; 

(2) =Q y〈 〉  – циклическая подгруппа и ( )qy Z S∈ ; 

(3) | / ' | mP P p= , где m  – показатель числа p  по модулю q . 

Условимся называть < , >p qS -группой группу Шмидта с нормальной силовской 
p -подгруппой P  и циклической силовской q -подгруппой Q . Минимальным добав-

лением к подгруппе A  в группе G  называется такая подгруппа B , что =G AB  
и 1G AB≠  для всех собственных подгрупп 1B  из B . 

Лемма 2 [9, лемма 2 (3)]. Если H  – полунормальная подгруппа группы G , 
а B  ее супердобавление, то H  перестановочна с подгруппой gL  для всех L B≤  
и g G∈ . В частности, подгруппа gB  будет супердобавлением к подгруппе H  
для каждого g G∈ . 

Лемма 3 [10, лемма 1]. < , >p qS -группа сверхразрешима тогда и только тогда, 

когда | |P p=  и q  делит 1p − . 
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Лемма 4 [8, IV.5.4]. Каждая не p -нильпотентная  группа  содержит  

< , >p qS -подгруппу для некоторого ( )q Gπ∈ . 

Лемма 5 [11, 3.1.1]. Каждая не 2-замкнутая группа содержит < ,2>qS -подгруппу 

для некоторого ( )q Gπ∈ . 
Проведенные с помощью системы компьютерной алгебры GAP вычисления 

подтверждают справедливость следующего утверждения. 
Лемма 6. В группе (2, 4)G SL=  подгруппы Шмидта исчерпываются с точно-

стью до сопряженности следующими подгруппами: 1 4S A= , 2 5 2[ ]S Z Z=  и 3 3 2[ ] .S Z Z=  
Лемма 7 [8, VI.4.10]. Пусть A  и B  – подгруппы группы G  такие, 

что G AB≠  и =g gAB B A для всех g G∈ . Тогда либо GA G≠ , либо GB G≠ . 
Лемма 8 [6, лемма 7].  
(1) Если H  – полусубнормальная подгруппа группы G  и H X G≤ ≤ , то H  

полусубнормальна в .X  
(2) Если H  – полусубнормальная подгруппа группы G , N G , то HN  – 

полусубнормальна в G  и /HN N  полусубнормальна в /G N . 
(3) Если H  – полусубнормальная подгруппа группы G  и Y непустое мно-

жество элементов в G , то подгруппа 
 

|Y yH H y Y= ∈  
 

полусубнормальна в G . В частности gH , полусубнормальна в G  для любых g G∈ . 

Лемма 9 [6, лемма 8]. Пусть в группе G  все < , >p qS -подгруппы полусуб-
нормальны. Тогда: 

(1) если H  – подгруппа группы G , то все < , >p qS -подгруппы из H  полусуб-
нормальны в H ; 

(2) если N  – нормальная подгруппа группы G , то в фактор-группе /G N  все 

< , >p qS -подгруппы полусубнормальны в /G N ; 

(3) если N H G≤ ≤ , N G , то в /H N  все < , >p qS -подгруппы полусубнормальны. 
Лемма 10. Если в простой группе G  существует полусубнормальная подгруппа 

Шмидта A , то (2, 4),G SL  4 ,A A  5.B Z  
Доказательство. 
Так как G  – простая группа, то в ней не существует отличных от нее нормаль-

ных подгрупп. Следовательно, подгруппа A  может быть только полунормальной. 
Пусть B  – супердобавление к A в G , а P  – силовская p -подгруппа из B  такая, 
что P не содержится в A . Подгруппа P  существует, иначе =G AB A=  – противо-
речие с тем, что A G≠ . 

Предположим, что G AP≠ . По лемме 2 подгруппа A  перестановочна с gP  
для каждого g G∈ , поэтому GA G≠  или GP G≠  по лемме 7. Но это противоречит 
простоте группы G . Поэтому допущение G AP≠  неверно и G AP= .  

В лемме [12, терема 3] перечислены неразрешимые группы =G AB , где A  – 
группа Шмидта, а B  – нильпотентная группа. При такой факторизации / ( )G S G  
изоморфна одной из следующих групп: (2,7), (2,7), (2, 2 )nPSL PGL SL , 2 1n −  – простое 
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число, (2, 2 )nP LΓ  для некоторое простого n . Так как в нашем случае группа G  про-
стая и | ( ) |= 3Gπ , то для группы (2,2 )nSL  возможны только ситуации, когда {2,3}n∈ . 

Таким образом,  
 

5{ (2,7), (2,5) (2,4) , (2,8)}G PSL PSL SL A SL∈ = = . 
 

Факторизации этих групп известны. Среди указанных подгрупп только в группе 
( )2,  4SL  существует полунормальная подгруппа Шмидта 4 ,A A  которая имеет  

супердобавление 5.B Z   
 
Доказательство теоремы А 
(1) Предположим, что группа G  неразрешима, и пусть /H K  – неабелевый 

композиционный фактор группы G . Тогда /H K  – простая группа четного порядка, 
она не 2-замкнута. По лемме 5 в /H K  существует < ,2>pS -подгруппа /A K  для неко-

торого ( ).p Gπ∈  По лемме 3 каждая < ,2>pS -подгруппа из G  сверхразрешима и по усло-
вию полусубнормальна. По лемме 9 (3) подгруппа /A K полусубнормальна в /H K , 
и применима лемма 10. Но там исключается возможность, при которой /A K  является 

< ,2>pS -подгруппой. Поэтому предположение, что G  – неразрешимая группа неверно 
и G  – разрешима. 

(2) Предположим, что группа G  неразрешима, и пусть /H K  – неабелевый 
композиционный фактор группы G . Тогда /H K  – простая группа четного порядка, 
поэтому не 2-нильпотентна. Согласно лемме 4, в /H K  существует <2, >qS -подгруппа 

/A K  для некоторого ( )q Gπ∈ . По лемме 3 каждая <2, >qS -подгруппа несверхразрешима. 
По лемме 9 (3) и условию подгруппа /A K  полусубнормальна в /H K , и применима 
лемма 10. Тогда ( )4/ 2,  SLH K   и 4/A K A . Среди перечисленных в лемме 6 под-

групп Шмидта группы ( )2,  4SL  подгруппы 5 2[ ]Z Z  и 3 2[ ]Z Z  сверхразрешимы, под-

группа 4A  несверхразрешима и полунормальна. Поэтому группа ( )2,  4SL  может быть 
композиционным фактором группы G . 

Таким образом, неабелевы композиционные факторы группы G  исчерпыва-
ются только группой ( )2,  4SL , которая имеет порядок 22 3 5⋅ ⋅ . Следовательно, неабе-
левы композиционные факторы группы G  будут {2,3,5} -группами и G  – {2,3,5}' -
разрешима. Теорема доказана. 

 
Заключение 
Таким образом, в настоящей статье доказана разрешимость и частичная разре-

шимость конечной группы, в которой некоторые из подгрупп Шмидта полусубнор-
мальны. В частности, доказана разрешимость конечной группы, в которой все сверх-
разрешимые подгруппы Шмидта четного порядка полусубнормальны. 
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