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О КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ РИМАНА – ГИЛЬБЕРТА 

ДЛЯ ОДНОЙ СИСТЕМЫ ЧЕТЫРЕХ УРАВНЕНИЙ БИГАРМОНИЧЕСКОГО ТИПА В R
3 ⃰
  

 
Приводится пример эллиптической системы четырех дифференциальных уравнений первого  

порядка бигармонического типа в R
3
. Для этой системы изучается вопрос регуляризуемости канониче-

ской краевой задачи Римана – Гильберта в произвольной ограниченной односвязной области с гладкой 

границей. Доказывается, что в той точке границы области, в которой внутренняя нормаль параллельна 

оси Ox1, нарушается условие регуляризуемости рассматриваемой краевой задачи. Также показывается, 

что нарушение условия Я. Б. Лопатинского вызвано тем, что соответствующая предельная задача 

не является однозначно разрешимой в пространстве устойчивых решений. 

Ключевые слова: эллиптическая система, краевая задача Римана – Гильберта, условие Лопатинского. 

 

About Riemann – Hilbert Boundary Value Problem for One System 

of four Equations of Biharmonic Type in R
3 

 
The paper gives an example of elliptic system of four first order biharmonic type differential equations 

in R
3
. We study the regularizability of the canonical Riemann – Hilbert boundary value problem for this system 

in an arbitrary bounded simply connected domain with smooth boundary. It is proved that the regularizability 

condition of the boundary value problem under consideration is not satisfied at the point of the boundary  

of the domain in which the internal normal is parallel to the Ox1 axis. It is also shown that the violation  

of the Lopatinski condition is because the corresponding limit problem is not uniquely solvable in the space  

of stable solutions. 

Key words: elliptic system, Riemann – Hilbert boundary value problem, Lopatinski condition. 
 

Введение 

Рассмотрим в трехмерном пространстве R
3
 эллиптическую систему четырех диф-

ференциальных уравнений первого порядка вида 
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где  TxuxuxuxuU )(),(),(),( 4321  – искомая четырехкомпонентная вектор-функция; 

  3
321 ,, R xxxx ; T означает транспонирование; A1, A2, A3 – постоянные квадратные 

действительные матрицы четвертого порядка. 
_________________ 
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Известным представителем систем вида (1) является система  

Моисила – Теодореску, которая является а -налогом системы Коши – Римана в трех-

мерном пространстве и связана со статическими пространственными уравнениями Ламе 

[1; 2]. 

А. Т. Уссом [3] был введен класс многомерных аналогов системы Коши – Римана. 

Применительно к рассматриваемому случаю система (1) называется трехмерным  

аналогом системы Коши – Римана (ТКР-системой), если каждая компонента произ-

вольного непрерывно дифференцируемого ее решения удовлетворяет уравнению 

Лапласа в R
3
. Необходимым и достаточным условием принадлежности системы (1) 

ТКР-типу является невырожденность матриц Aj (j = 1, 2, 3) и выполнение матричных 

равенств 
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Отметим также, что при исследовании характера разрешимости краевой задачи 

Гильберта в работах [4, 5] изучались свойства решений нормальных эллиптических 

систем в R
n
. Гомотопическая классификация эллиптических псевдосимметрических 

систем в R
3
 проведена в [6]. Ранее также рассматривались эллиптические системы 

кососимметрического [7] и ортогонального [8] типов в R
3
. 

Определение 1. Если каждая компонента )(xuk   4,1k  произвольного непре-

рывно дифференцируемого решения U системы (1) удовлетворяет бигармоническому 

уравнению 02  u , то система (1) называется системой бигармонического типа в R
3
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  – оператор Лапласа в R

3
). 

Очевидно, что каждая гармоническая функция является бигармонической.  

Поэтому закономерен вопрос существования систем (1) бигармонического типа в R
3
, 

не принадлежащих классу ТКР. В настоящей статье дается положительный ответ 

на этот вопрос. 

 

Пример системы (1) бигармонического типа в R
3
  

Рассмотрим систему (1) со следующими матричными коэффициентами: 

 EA 1  – единичная матрица четвертого порядка: 
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Характеристическая матрица системы (1) с коэффициентами (3) имеет вид 
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Нетрудно убедиться в том, что 
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и, следовательно, при каждом ненулевом векторе   3
321 ,, R   характеристиче-

ская матрица )(A  системы (1) с коэффициентами (3) является невырожденной.  

Последнее означает, что рассматриваемая система является эллиптической. 

 

Поскольку 

,0

0300
0000
0003
0000

3
1

11
1

3 



















  AAAA  

 

то рассматриваемая система не является ТКР-системой. 

Теорема 2. Система (1) с коэффициентами (3) является системой бигармониче-

ского типа в R
3
. 

Доказательство. 

Поскольку система (1) с постоянными коэффициентами является эллиптической, 

то каждое непрерывно дифференцируемое решение этой системы является бесконечно 

дифференцируемым [9, с. 141]. Пусть вектор-функция )(1 CU   является в некоторой 

области 3
R  решением системы (1). Применяя к обеим частям тождества 
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дифференциальный оператор 
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получим 
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Тогда: 

a) из третьего равенства формулы (4) получим, что 
 

0)( 33
2  uu  ; 

 

b) из первого равенства (4) с учетом третьего получим, что 
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c) из четвертого равенства (4) с учетом третьего получим, что 
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d) из второго равенства (4) с учетом первого и четвертого равенств, а также тео-

ремы о независимости смешанной производной гладкой функции от порядка диффе-

ренцирования получим, что 
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Таким образом, каждая компонента вектор-функции U  является бигармониче-

ской функцией в области  . Согласно определению 1, рассматриваемая система явля-

ется системой бигармонического типа в R
3
. Теорема доказана. 

Пример системы бигармонического типа в R
4
 приведен в [10]. 

 

Задача Римана – Гильберта  

Пусть  R
3
 – ограниченная, гомеоморфная шару область, границей   которой 

является гладкая поверхность Ляпунова. Задача Римана – Гильберта для системы (1) со-

стоит в нахождении ее решения класса )()( ,01   CC ,  ( ]1;0( ), удовлетворяюще-

го граничным условиям: 
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Здесь ,1f  ,2f  ,km  R:kn  – заданные непрерывные по Гельдеру с показателем   

функции ( 4,1k ). 

В теории аналитических функций задача Римана – Гильберта состоит в нахожде-

нии в ограниченной односвязной области голоморфной функции по известной 

на границе этой области линейной комбинации ее действительной и мнимой части. 

Эта задача известна также как задача Гильберта и достаточно подробно изучена 

(см. [11, с. 217] и имеющуюся там библиографию). 

В многомерном случае первые результаты в исследовании задачи  

Римана – Гильберта были получены В. И. Шевченко для системы  

Моисила – Теодореску [12]. Им было выведено условие, обеспечивающее регуляризуе-

мость (краевая задача называется регуляризуемой, если для нее выполнено условие 

Я. Б. Лопатинского [13]) краевой задачи в произвольной односвязной области, прове-

дена гомотопическая классификация регуляризуемых задач и вычислен индекс регуля-

ризуемой задачи. В частности, задача Римана – Гильберта для системы  

Моисила – Теодореску с граничным условием 
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является регуляризуемой, где 
3: R  – единичное поле внутренних нормалей 

на поверхности  . 

Для эллиптических систем ортогонального типа, рассмотренных в [8], задача 

c граничными условиями вида (5) также является регуляризуемой. Действительно, век-

торные поля L и P ([8, формула (4)]) в этом случае задаются равенствами 
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и, следовательно, в каждой точке y  имеем 

0);(1)();(
2
 ayyPy  . 

 

Согласно теореме 1 [8], задача Римана – Гильберта для систем, рассмотренных 

в статье [8], и граничным условием (5), является регуляризуемой. В связи с вышеска-

занным будем называть граничные условия вида (5) каноническими. 

Теорема 3. Задача Римана – Гильберта для системы (1) с коэффициентами (3) 

и граничными условиями (5) не является регуляризуемой. 

Доказательство. 

Напомним, что регуляризуемость краевой задачи для эллиптической системы (1) 

и граничных условий (5) означает, что в каждой точке y  и при каждом ненулевом 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 1 / 2025 94 

векторе   касательном к границе   в точке y ранг матрицы Я. Б. Лопатинского крае-

вой задачи (1), (5) 
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является максимальным [13]. В формуле (6) через ))(),(),(()( 321 yyyy    обозна-

чен единичный вектор внутренней нормали к   в точке y , )(A  – характеристическая 

матрица системы (1), и интегрирование ведется по простому замкнутому контуру , ле-

жащему в верхней комплексной -полуплоскости и охватывающему находящийся там 

-корень уравнения 
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Вычислим матрицу Лопатинского задачи (1), (2) в той точке y~  границы  , 

в которой внутренняя нормаль есть вектор )0,0,1()~( y . Пусть   – любой ненулевой 

касательный к   в точке y~  вектор (т. е. }0{\~  yT ) и контур  охватывает точ-

ку ||i . Применяя основную теорему о вычетах, получим 
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и, следовательно, все миноры второго порядка матрицы )~,~( yL  равны нулю. 

Таким образом, ранг матрицы Я. Б. Лопатинского (6) рассматриваемой краевой 

задачи (1), (3), (5) не является максимальным в точке y~  на векторе ~ , что и доказывает 

ее нерегуляризуемость.  

 

Предельная задача задачи (1), (3), (5) в точке y~  

Не ограничивая общности, будем считать, что точка y~ , в которой нарушается 

условие регуляризуемости задачи (1), (2), совпадает с началом координат. 

На луче }0|{  tt RR  рассмотрим задачу нахождения четырехкомпонентной 

вектор-функции ))(),(),(),(( 4321 tvtvtvtvV  , удовлетворяющей системе обыкновенных 

дифференциальных уравнений 
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и условиям 

.|,| 202101 hvhv tt                 (8) 
 

Условие Шапиро – Лопатинского для задачи (1), (3), (5) в точке y~  состоит в том, 

что при любых 1h , 2h  и )}0,0{(\),( 2
32 R  задача (7), (8) однозначно разрешима 

в пространстве устойчивых решений системы (7) (т. е. при t  стремящихся 

к нулю). Эквивалентная формулировка условия однозначной разрешимости заключает-

ся в том, что при 021  hh  единственным решением (7), (8) является тождественный 

нуль [13]. 

Отметим, что задача (7), (8) получается из задачи (1), (3), (5) замораживанием ко-

эффициентов в точке y~  и формальным преобразованием Фурье по касательным пере-

менным x2 и x3 [13; 14]. 

Построим общее устойчивое решение (7) при 5/22  , 5/13  . Отметим, 

что в рассматриваемом случае (7) является линейной однородной системой обыкновен-

ных дифференциальных уравнений с матрицей 
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Нетрудно убедиться в том, что матрица B имеет два двукратных собственных значения 

11   и 12  .  

Устойчивые решения (7) строим по собственному значению 11  . Из линейной 

однородной алгебраической системы уравнений 0)(  hEB  находим собственный 

вектор, соответствующий 1 : 
 

Tih )1,0,5,2(1     . 
 

Из системы 1)( hhEB   находим присоединенный вектор 2h  к вектору 1h : 
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Следовательно, искомое общее устойчивое решение системы (7) имеет вид 
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где 1C , 2C  – произвольные постоянные. 

Из формулы (9) следует, что при 01 C  и произвольной постоянной 2C   

вектор-функция )(tV  является устойчивым решением однородной задачи (7), (8). 
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Следовательно, задача (7), (8) не является однозначно разрешимой при всех 

)}0,0{(\),( 2
32 R , что еще раз доказывает нерегуляризуемость задачи (1), (3), (5).  

 

Заключение 

Из теоремы 3 следует, что оператор, отвечающий краевой задаче  

Римана – Гильберта для системы (1) с коэффициентами (3) и граничными условиями 

(5) и действующий в определенных банаховых пространствах [13], не является  

нѐтеровым. Это означает, что указанный оператор имеет бесконечномерное ядро или 

коядро. 
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