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СО СТРУКТУРНОЙ ГРУППОЙ – ГРУППОЙ ЛИ ДВИЖЕНИЙ  

ПРОСТРАНСТВА МИНКОВСКОГО 

 
В ходе исследования классифицированы однородные редуктивные пространства с фундамен-

тальной группой – группой Ли движений пространства Минковского и все их редуктивные дополнения.  
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Differential Geometry of Homogeneous Spaces with a Structure Group – Lie Group  
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The study classified homogeneous reductive spaces with a fundamental group – the Lie group of motions 

of the Minkowski space  and all their reductive complements. 
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Введение 

Геометрия однородных пространств является объектом исследования многих оте-

чественных и зарубежных ученых уже на протяжении более ста лет. В этой области ра-

ботали Э. Картан, Г. Вейль, П. К. Рашевский, К. Номидзу, Ш. Кобаяси, В. И. Ведерников, 

А. С. Феденко, И. В. Белько, В. Балащенко, С. Г. Кононов, А. А. Юдов и др. Среди одно-

родных пространств особенно важные применения находит теория редуктивных одно-

родных пространств с различными структурными группами, в частности с группами Ли 

движений (псевдо)евклидовых пространств различной размерности. 

В работе исследуются однородные пространства, структурной группой которых 

является группа Ли движений пространства Минковского. 

 

Классификация редуктивных пространств с фундаментальной группой – 

группой Ли движений пространства Минковского 

Определение 1. Однородное пространство / iH G  называется редуктивным, 

если алгебра Ли H  группы Ли H распадается в прямую сумму подпространств: 
 

iH m G  ,       (1) 
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причем подпространство m инвариантно относительно iGad , где iGad  – присоединен-

ное представление алгебры Ли iG . 

Рассмотрим однородное пространство 𝐻/𝐺5, где 𝐺5 − подгруппа Ли группы Ли 𝐻 

вращений шестимерного Лоренцового пространства, имеющая алгебру Ли 𝐺5̅̅ ̅ = 

= {𝑖6, 𝑖9}, где: 
 

𝑖6 = (

0 0 1 0
0 0 0 0
1
0

0
0

0
0

0
0

). 

 

Для решения системы инвариантности по способу, описанному выше, будем сво-

дить задачу к рассмотрению пятнадцати случаев: 
 

10(

1 0 0 0 𝜆 𝜇
0 1 0 0 𝜈 𝜎
0
0

0
0

1
0

0
1

𝑠
𝑝

𝑡
𝑞

). 

 

По строчкам в этой матрице записаны координаты базисных векторов 𝑋1…𝑋4, 

определяющих инвариантные подпространства 𝑚, причем базис в алгебре 𝐻̅ выберем 

следующим образом: 𝑖5, 𝑖7, 𝑖8, 𝑖10, 𝑖6, 𝑖9.  
Таким образом, инвариантные подпространства 𝑚 = {𝑋1, … , 𝑋4} задаются векторами: 
 

𝑋1 = 𝑖5 + 𝜆𝑖6 + 𝜇𝑖9, 𝑋2 = 𝑖7 + 𝜈𝑖6 + 𝜎𝑖9, 𝑋3 = 𝑖8 + 𝑠𝑖6 + 𝑡𝑖9, 𝑋4 = 𝑖10 + 𝑝𝑖6 + 

+𝑞𝑖9. 
 (2) 

 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая 𝑎 = 𝑖6, получим: 
 

 

[𝑎, 𝑋1] = [𝑎, 𝑖5] + 𝜆[𝑎, 𝑖6] + 𝜇[𝑎, 𝑖9] = −𝑖8, 

[𝑎, 𝑋2] = [𝑎, 𝑖7] + 𝜈[𝑎, 𝑖6] + 𝜎[𝑎, 𝑖9] = 𝑖10, 
[𝑎, 𝑋3] = [𝑎, 𝑖8] + 𝑠[𝑎, 𝑖6] + 𝑡[𝑎, 𝑖9] = −𝑖5, 

[𝑎, 𝑋4] = [𝑎, 𝑖10] + 𝑝[𝑎, 𝑖6] + 𝑞[𝑎, 𝑖9] = 𝑖7. 

(3) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов {𝑋1, … , 𝑋4}: 
 

𝛼1(𝑖5 + 𝜆𝑖6 + 𝜇𝑖9) + 𝛽1(𝑖7 + 𝜈𝑖6 + 𝜎𝑖9) + 𝛾1(𝑖8 + 𝑠𝑖6 + 𝑡𝑖9) + 𝛿1(𝑖10 + 𝑝𝑖6 + 

+𝑞𝑖9) =  𝛼1𝑖5 + (𝜆𝛼1 +  𝜈𝛽1 + 𝑠𝛾1 +  𝑝𝛿1)𝑖6 + 𝛽1𝑖7 + 𝛾1𝑖8 + (𝜇𝛼1 + 𝜎𝛽1 + 

+𝑡𝛾1 +  𝑞𝛿1)𝑖9+𝛿1𝑖10. 

(4) 

 

Сравнивая формулу (4) с первой формулой (3), получим: 
 

𝛾1 = −1, 𝛼1 = 0, 𝛽1 = 0, 𝛿1 = 0, 𝜆𝛼1 + 𝜈𝛽1 + 𝑠𝛾1 + 𝑝𝛿1 = 0, 𝜇𝛼1 + 𝜎𝛽1 + 𝑡𝛾1 + 𝑞𝛿1 = 0. 
 

Отсюда следует: 𝑠 = 0, 𝑡 = 0. 
Сравнивая формулу (4) со второй формулой (3), получим: 
 

𝛿2 = 1, 𝛼2 = 0, 𝛽2 = 0, 𝛾2 = 0, 𝜆𝛼2 + 𝜈𝛽2 + 𝑠𝛾2 + 𝑝𝛿2 = 0, 𝜇𝛼2 + 𝜎𝛽2 + 𝑡𝛾2 + 𝑞𝛿2 = 0. 
 

Отсюда следует: 𝑝 = 0, 𝑞 = 0. 
Аналогично, сравнивая формулу (4) с третьей формулой (3), получим: 
 

𝛼3 = −1, 𝜆 = 0, 𝜇 = 0. 
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Сравнивая формулу (4) с четвертой формулой (3), получим: 
 

𝛽4 = 1, 𝜈 = 0, 𝜎 = 0. 
 

Таким образом, в случае 10 система инвариантности имеет вид: 
 

𝑠 = 0, 𝑡 = 0, 𝑝 = 0, 𝑞 = 0, 𝜆 = 0, 𝜇 = 0, 𝜈 = 0, 𝜎 = 0. 
 

В итоге получили, что векторы {𝑋1, … , 𝑋4} имеют вид (базисы) {𝑖5, 𝑖7, 𝑖8, 𝑖10}. 
Аналогично рассматриваются случаи 20 − 150. 
 

20(

1 0 0 𝜆 0 𝜇
0 1 0 𝜈 0 𝜎
0
0

0
0

1
0

𝑠
0

0
1

𝑡
𝑞

). 

 

Рассмотрим случай 20.  В этом случае векторы, задающие инвариантные подпро-

странства, принимают вид: 
 

𝑋1 = 𝑖5 + 𝜆𝑖10 + 𝜇𝑖9, 𝑋2 = 𝑖7 + 𝜈𝑖10 + 𝜎𝑖9, 𝑋3 = 𝑖8 + 𝑠𝑖10 + 𝑡𝑖9, 𝑋4 = 𝑖6 + 𝑞𝑖9. (5) 

 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая 𝑎 = 𝑖6, получим: 
 

 

[𝑎, 𝑋1] = [𝑎, 𝑖5] + 𝜆[𝑎, 𝑖10] + 𝜇[𝑎, 𝑖9] = −𝑖8 + 𝜆𝑖7, 
[𝑎, 𝑋2] = [𝑎, 𝑖7] + 𝜈[𝑎, 𝑖10] + 𝜎[𝑎, 𝑖9] = 𝑖10 + 𝜈𝑖7, 
[𝑎, 𝑋3] = [𝑎, 𝑖8] + 𝑠[𝑎, 𝑖10] + 𝑡[𝑎, 𝑖9] = −𝑖5 + 𝑠𝑖7, 
[𝑎, 𝑋4] = [𝑎, 𝑖6] + 𝑞[𝑎, 𝑖9] = 0. 

(6) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов {𝑋1, … , 𝑋4}: 
 

𝛼1(𝑖5 + 𝜆𝑖10 + 𝜇𝑖9) + 𝛽1(𝑖7 + 𝜈𝑖10 + 𝜎𝑖9) + 𝛾1(𝑖8 + 𝑠𝑖10 + 𝑡𝑖9) + 𝛿1(𝑖6 + 𝑞𝑖9) = 

= 𝛼1𝑖5 + 𝛿1𝑖6 + 𝛽1𝑖7 + 𝛾1𝑖8 + (𝜇𝛼1 + 𝜎𝛽1 + 𝑡𝛾1 +  𝑞𝛿1)𝑖9 + 𝑖10(𝜆𝛼1 + 𝜈𝛽1 + 

+𝑠𝛾1). 
(7) 

 

Сравнивая формулу (7) с первой формулой (6), получим: 
 

𝛾1 = −1, 𝛼1 = 0, 𝛽1 = 𝜆, 𝛿1 = 0, 𝜆𝛼1 + 𝜈𝛽1 + 𝑠𝛾1 = 0, 𝜇𝛼1 + 𝜎𝛽1 + 𝑡𝛾1 + 𝑞𝛿1 = 0. 
 

Отсюда следует: 𝜎𝜆 − 𝑡 = 0, 𝜈𝜆 − 𝑠 = 0. 
Сравнивая формулу (7) со второй формулой (6), получим: 
 

𝛽2 = 𝜈, 𝛼2 = 0, 𝛾2 = 0, 𝛿2 = 0, 𝜇𝛼2 + 𝜎𝛽2 + 𝑡𝛾2 + 𝑞𝛿2 = 0, 𝜆𝛼2 + 𝜈𝛽2 + 𝑠𝛾2 = 1. 
 

 Отсюда следует: 𝜈2 = 1, 𝜈𝜎 = 0. 
Аналогично сравнивая формулу (7) с третьей формулой (6), получим: 
 

𝛼3 = −1, 𝛽3 = 𝑠, 𝜎𝑠 − 𝜇 = 0, 𝜈𝑠 − 𝜆 = 0. 
 

Отметим, что остальные формулы не приводят к дополнительным условиям. 

Таким образом, в случае 20 получаем систему уравнений: 
 

{
 
 

 
 
𝜎𝜆 − 𝑡 = 0,
𝜈𝜆 − 𝑠 = 0,

𝜈2 = 1,
 𝜈𝜎 = 0,

𝜎𝑠 − 𝜇 = 0,
𝜈𝑠 − 𝜆 = 0.
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Рассмотрим случай, когда 𝜈 = 1. Тогда 𝑠 = 𝜆, 𝜎 = 0, 𝜇 = 0, 𝑡 = 0. 
В итоге получили, что векторы {𝑋1, … , 𝑋4} имеют вид (базисы) 
 

{𝑖5 + 𝜆𝑖10, 𝑖7 + 𝑖10, 𝑖8 + 𝜆𝑖10, 𝑖6 + 𝑞𝑖9}. 
 

Рассмотрим случай, когда 𝜈 = −1. Тогда 𝑠 = −𝜆, 𝜎 = 0, 𝜇 = 0, 𝑡 = 0. 
В итоге получили, что векторы {𝑋1, … , 𝑋4} имеют вид (базисы) 
 

{𝑖5 + 𝜆𝑖10, 𝑖7 − 𝑖10, 𝑖8 − 𝜆𝑖10, 𝑖6 + 𝑞𝑖9}. 
 

30(

1 0 0 𝜆 𝜇 0
0 1 0 𝜈 𝜎 0
0
0

0
0

1
0

𝑠
0

𝑡
0

0
1

). 

 

Рассмотрим случай 30.  В этом случае векторы, задающие инвариантные подпро-

странства, принимают вид: 
 

𝑋1 = 𝑖5 + 𝜆𝑖10 + 𝜇𝑖6, 𝑋2 = 𝑖7 + 𝜈𝑖10 + 𝜎𝑖6, 𝑋3 = 𝑖8 + 𝑠𝑖10 + 𝑡𝑖6, 𝑋4 = 𝑖9. (8) 
 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая 𝑎 = 𝑖6, получим: 
 

 

[𝑎, 𝑋1] = [𝑎, 𝑖5] + 𝜆[𝑎, 𝑖10] + 𝜇[𝑎, 𝑖6] = −𝑖8 + 𝜆𝑖7, 
[𝑎, 𝑋2] = [𝑎, 𝑖7] + 𝜈[𝑎, 𝑖10] + 𝜎[𝑎, 𝑖6] = 𝑖10 + 𝜈𝑖7, 
[𝑎, 𝑋3] = [𝑎, 𝑖8] + 𝑠[𝑎, 𝑖10] + 𝑡[𝑎, 𝑖6] = −𝑖5 + 𝑠𝑖7, 
[𝑎, 𝑋4] = [𝑎, 𝑖9] = 0. 

(9) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов {𝑋1, … , 𝑋4}: 
 

𝛼1(𝑖5 + 𝜆𝑖10 + 𝜇𝑖6) + 𝛽1(𝑖7 + 𝜈𝑖10 + 𝜎𝑖6) + 𝛾1(𝑖8 + 𝑠𝑖10 + 𝑡𝑖6) + 𝛿1𝑖9 = 

= 𝛼1𝑖5 + (𝜇𝛼1 + 𝜎𝛽1 + 𝑡𝛾1)𝑖6 + 𝛽1𝑖7 + 𝛾1𝑖8 + 𝛿1𝑖9 + (𝜆𝛼1 + 𝜈𝛽1 + 𝑠𝛾1)𝑖10. (10) 

 

Сравнивая формулу (10) с первой формулой (9), получим: 
 

𝛾1 = −1, 𝛽1 = 𝜆, 𝛼1 = 0, 𝛿1 = 0, 𝜇𝛼1 + 𝜎𝛽1 + 𝑡𝛾1 = 0, 𝜆𝛼1 + 𝜈𝛽1 + 𝑠𝛾1 = 0. 
 

Отсюда следует: 𝜎𝜆 − 𝑡 = 0, 𝜈𝜆 − 𝑠 = 0. 
Сравнивая формулу (10) со второй формулой (9), получим: 
 

𝛽2 = 𝜈,  𝜆𝛼2 + 𝜈𝛽2 + 𝑠𝛾2 = 1, 𝛼2 = 0, 𝛾2 = 0, 𝛿2 = 0, 𝜇𝛼2 + 𝜎𝛽2 + 𝑡𝛾2 = 0. 
 

 Отсюда следует: 𝜈2 = 1, 𝜈𝜎 = 0. 
Аналогично сравнивая формулу (10) с третьей формулой (9), получим: 
 

𝛼3 = −1, 𝛽3 = 𝑠, 𝜎𝑠 − 𝜇 = 0, 𝜈𝑠 − 𝜆 = 0. 
 

Отметим, что остальные формулы не приводят к дополнительным условиям. 

Таким образом, в случае 30 получаем систему уравнений: 
 

{
 
 

 
 
𝜎𝜆 − 𝑡 = 0,
𝜈𝜆 − 𝑠 = 0,

𝜈2 = 1,
 𝜈𝜎 = 0,

𝜎𝑠 − 𝜇 = 0,
𝜈𝑠 − 𝜆 = 0.

 

 

Рассмотрим случай, когда 𝜈 = 1. Тогда 𝑠 = 𝜆, 𝜎 = 0, 𝜇 = 0, 𝑡 = 0. 
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В итоге получили, что векторы {𝑋1, … , 𝑋4} имеют вид (базисы) 
 

{𝑖5 + 𝜆𝑖10, 𝑖7 + 𝑖10, 𝑖8 + 𝜆𝑖10, 𝑖9}. 
 

Рассмотрим случай, когда 𝜈 = −1. Тогда 𝑠 = −𝜆, 𝜎 = 0, 𝜇 = 0, 𝑡 = 0. 
В итоге получили, что векторы {𝑋1, … , 𝑋4} имеют вид (базисы) 
 

{𝑖5 + 𝜆𝑖10, 𝑖7 − 𝑖10, 𝑖8 − 𝜆𝑖10, 𝑖9}. 
 

40(

1 0 𝜆 0 0 𝜇
0 1 𝜈 0 0 𝜎
0
0

0
0

0
0

1
0

0
1

𝑡
𝑞

). 

 

Рассмотрим случай 40.  В этом случае векторы, задающие инвариантные подпро-

странства, принимают вид: 
 

𝑋1 = 𝑖5 + 𝜆𝑖8 + 𝜇𝑖9, 𝑋2 = 𝑖7 + 𝜈𝑖8 + 𝜎𝑖9, 𝑋3 = 𝑖10 + 𝑡𝑖9, 𝑋4 = 𝑖6 + 𝑞𝑖9. (11) 
 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая 𝑎 = 𝑖6, получим: 
 

 

[𝑎, 𝑋1] = [𝑎, 𝑖5] + 𝜆[𝑎, 𝑖8] + 𝜇[𝑎, 𝑖9] = −𝑖8 + 𝜆𝑖5, 
[𝑎, 𝑋2] = [𝑎, 𝑖7] + 𝜈[𝑎, 𝑖8] + 𝜎[𝑎, 𝑖9] = 𝑖10 + 𝜈𝑖5, 
[𝑎, 𝑋3] = [𝑎, 𝑖10] + 𝑡[𝑎, 𝑖9] = 𝑖7, 
[𝑎, 𝑋4] = [𝑎, 𝑖6] + 𝑞[𝑎, 𝑖9] = 0. 

(12) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов {𝑋1, … , 𝑋4}: 
 

𝛼1(𝑖5 + 𝜆𝑖8 + 𝜇𝑖9) + 𝛽1(𝑖7 + 𝜈𝑖8 + 𝜎𝑖9) + 𝛾1(𝑖10 + 𝑡𝑖9) + 𝛿1(𝑖6 + 𝑞𝑖9) = 

= 𝛼1𝑖5 + 𝛿1𝑖6 + 𝛽1𝑖7 + (𝜆𝛼1 + 𝜈𝛽1)𝑖8 + (𝜇𝛼1 + 𝜎𝛽1 + 𝑡𝛾1 + 𝑞𝛿1) + 𝛾1𝑖10. (13) 

Сравнивая формулу (13) с первой формулой (12), получим: 
 

𝛼1 = −𝜆, 𝜆𝛼1 + 𝜈𝛽1 = −1, 𝛿1 = 0, 𝛽1 = 0, 𝛾1 = 0, 𝜇𝛼1 + 𝜎𝛽1 + 𝑡𝛾1 + 𝑞𝛿1 = 0. 
 

Отсюда следует: 𝜆2 = 1,−𝜆𝜇 = 0. 
Сравнивая формулу (13) со второй формулой (12), получим: 
 

𝛾2 = 1, 𝛼2 = −𝜈, 𝛽2 = 0, 𝛿2 = 0, 𝜆𝛼2 + 𝜈𝛽2 = 0, 𝜇𝛼2 + 𝜎𝛽2 + 𝑡𝛾2 + 𝑞𝛿2 = 0. 
 

Отсюда следует: −𝜈𝜆 = 0, 𝑡 − 𝜇𝜈 = 0. 
Аналогично сравнивая формулу (13) с третьей формулой (12), получим: 
 

𝛽3 = 1, 𝑣 = 0, 𝜎 = 0. 
 

Отметим, что остальные формулы не приводят к дополнительным условиям. 

Таким образом, в случае 40 получаем систему уравнений: 
 

{
 
 

 
 

𝜆2 = 1,
−𝜆𝜇 = 0,
−𝜈𝜆 = 0,
 𝑡 − 𝜇𝜈 = 0,
𝑣 = 0,
𝜎 = 0.

 

 

Рассмотрим случай, когда 𝜆 = 1. Тогда 𝜎 = 0, 𝜇 = 0, 𝑡 = 0, 𝜈 = 0. 
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В итоге получили, что векторы {𝑋1, … , 𝑋4} имеют вид (базисы) 
 

{𝑖5 + 𝑖8, 𝑖7, 𝑖10, 𝑖6 + 𝑞𝑖9}. 
 

Рассмотрим случай, когда 𝜆 = −1. Тогда 𝜎 = 0, 𝜇 = 0, 𝑡 = 0, 𝜈 = 0. 
В итоге получили, что векторы {𝑋1, … , 𝑋4} имеют вид (базисы) 
 

{𝑖5 − 𝑖8, 𝑖7, 𝑖10, 𝑖 6 + 𝑞𝑖9}. 
 

50(

1 0 𝜆 0 𝜇 0
0 1 𝜈 0 𝜎 0
0
0

0
0

0
0

1
0

𝑡
0

0
1

). 

 

Рассмотрим случай 50.  В этом случае векторы, задающие инвариантные подпро-

странства, принимают вид: 
 

𝑋1 = 𝑖5 + 𝜆𝑖8 + 𝜇𝑖6, 𝑋2 = 𝑖7 + 𝜈𝑖8 + 𝜎𝑖6, 𝑋3 = 𝑖10 + 𝑡𝑖6, 𝑋4 = 𝑖9. (14) 
 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая 𝑎 = 𝑖6, получим: 
 

 

[𝑎, 𝑋1] = [𝑎, 𝑖5] + 𝜆[𝑎, 𝑖8] + 𝜇[𝑎, 𝑖6] = −𝑖8 − 𝜆𝑖5, 
[𝑎, 𝑋2] = [𝑎, 𝑖7] + 𝜈[𝑎, 𝑖8] + 𝜎[𝑎, 𝑖6] = 𝑖10 − 𝜈𝑖5, 
[𝑎, 𝑋3] = [𝑎, 𝑖10] + 𝑡[𝑎, 𝑖6] = 𝑖7, 
[𝑎, 𝑋4] = [𝑎, 𝑖9] = 0.       

(15) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов {𝑋1, … , 𝑋4}: 
 

𝛼1(𝑖5 + 𝜆𝑖8 + 𝜇𝑖6) + 𝛽1(𝑖7 + 𝜈𝑖8 + 𝜎𝑖6) + 𝛾1(𝑖10 + 𝑡𝑖6) + 𝛿1𝑖9 = 𝛼1𝑖5 + 

+(𝜇𝛼1 + 𝜎𝛽1 + 𝑡𝛾1)𝑖6 + 𝛽1𝑖7 + (𝜆𝛼1 + 𝜈𝛽1)𝑖8 + 𝛿1𝑖9 + 𝛾1𝑖10. 
(16) 

 

Сравнивая формулу (16) с первой формулой (15), получим: 
 

𝜆𝛼1 + 𝜈𝛽1 = −1, 𝛼1 = −𝜆, 𝜇𝛼1 + 𝜎𝛽1 + 𝑡𝛾1 = 0, 𝛽1 = 0, 𝛾1 = 0, 𝛿1 = 0. 
 

Отсюда следует: 𝜆2 = 1,−𝜆𝜇 = 0. 
Сравнивая формулу (16) со второй формулой (15), получим: 
 

 𝛾2 = 1, 𝛼2 = −𝜈, 𝜇𝛼2 + 𝜎𝛽2 + 𝑡𝛾2 = 0, 𝛽2 = 0, 𝜆𝛼2 + 𝜈𝛽2 = 0, 𝛿2 = 0. 
 

Отсюда следует: 𝑡 − 𝜇𝜈 = 0, −𝜈𝜆 = 0. 
Аналогично сравнивая формулу (16) с третьей формулой (15), получим: 
 

𝛽3 = 1, 𝜎 = 0, 𝜈 = 0. 
 

Отметим, что остальные формулы не приводят к дополнительным условиям. 

Таким образом, в случае 50получаем систему уравнений: 
 

{
 
 

 
 

𝜆2 = 1,
−𝜆𝜇 = 0,
−𝜈𝜆 = 0,
 𝑡 − 𝜇𝜈 = 0,
𝑣 = 0,
𝜎 = 0.

 

 

Рассмотрим случай, когда 𝜆 = 1. Тогда 𝜎 = 0, 𝜇 = 0, 𝑡 = 0, 𝜈 = 0. 
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В итоге получили, что векторы {𝑋1, … , 𝑋4} имеют вид (базисы) 
 

{𝑖5 + 𝑖8, 𝑖7, 𝑖10, 𝑖9}. 
 

Рассмотрим случай, когда 𝜆 = −1. Тогда 𝜎 = 0, 𝜇 = 0, 𝑡 = 0, 𝜈 = 0. 
В итоге получили, что векторы {𝑋1, … , 𝑋4} имеют вид (базисы) 
 

{𝑖5 − 𝑖8, 𝑖7, 𝑖10, 𝑖 9}. 
 

60(

1 0 𝜆 𝜇 0 0
0 1 𝜈 𝜎 0 0
0
0

0
0

0
0

0
0

1
0

0
1

). 

 

Рассмотрим случай 60.  В этом случае векторы, задающие инвариантные подпро-

странства, принимают вид: 
 

𝑋1 = 𝑖5 + 𝜆𝑖8 + 𝜇𝑖10, 𝑋2 = 𝑖7 + 𝜈𝑖8 + 𝜎𝑖10, 𝑋3 = 𝑖6, 𝑋4 = 𝑖9. (17) 
 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая 𝑎 = 𝑖6, получим: 
 

 

[𝑎, 𝑋1] = [𝑎, 𝑖5] + 𝜆[𝑎, 𝑖8] + 𝜇[𝑎, 𝑖10] = −𝑖8 − 𝜆𝑖5 + 𝜇𝑖7, 
[𝑎, 𝑋2] = [𝑎, 𝑖7] + 𝜈[𝑎, 𝑖8] + 𝜎[𝑎, 𝑖10] = 𝑖10 − 𝜈𝑖5 + 𝜎𝑖7, 
[𝑎, 𝑋3] = [𝑎, 𝑖6] = 0, 
[𝑎, 𝑋4] = [𝑎, 𝑖9] = 0.          

(18) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов {𝑋1, … , 𝑋4}: 
 

𝛼1(𝑖5 + 𝜆𝑖8 + 𝜇𝑖10) + 𝛽1(𝑖7 + 𝜈𝑖8 + 𝜎𝑖10) + 𝛾1𝑖6 + 𝛿1𝑖9 = 𝛼1𝑖5 + 

+𝛾1𝑖6 + 𝛽1𝑖7 + (𝜆𝛼1 + 𝜈𝛽1)𝑖8 + 𝛿1𝑖9 + (𝜇𝛼1 + 𝜎𝛽1)𝑖10. (19) 

 

Сравнивая формулу (19) с первой формулой (18), получим: 
 

𝜆𝛼1 + 𝜈𝛽1 = −1, 𝛼1 = −𝜆 , 𝛽1 = 𝜇, 𝛾1 = 0, 𝛿1 = 0, 𝜇𝛼1 + 𝜎𝛽1 = 0. 
 

Отсюда следует: −𝜆2 + 𝜇𝜈 = −1, −𝜇𝜆 + 𝜎𝜇 = 0. 
Сравнивая формулу (19) со второй формулой (18), получим: 
 

 𝛼2 = −𝜈, 𝛽2 = 𝜎, 𝜇𝛼2 + 𝜎𝛽2 = 1, 𝛾2 = 0, 𝛿2 = 0. 
 

 Отсюда следует: −𝜆𝜈 + 𝜈𝜎 = 0,−𝜇𝜈 + 𝜎2 = 1. 
Отметим, что остальные формулы не приводят к дополнительным условиям. 

Таким образом, в случае 60получаем систему уравнений: 
 

{

−𝜆2 + 𝜇𝜈 = −1,
−𝜇𝜆 + 𝜎𝜇 = 0,
−𝜆𝜈 + 𝜈𝜎 = 0,

−𝜇𝜈 + 𝜎2 = 1.

⇒ {
𝜇(𝜎 − 𝜆) = 0,

𝜈(𝜎 − 𝜆) = 0.
⇒

𝑎) 𝜆 = 𝜎,
𝑏)𝜇 = 0, 𝜈 = 0.

 

 

Рассмотрим случай a: −𝜆2 + 𝜇𝜈 = −1 ⇒ 𝜆2 = 1 + 𝜇𝜈, 𝜆 = ±√1 + 𝜇𝜈, 𝜎 = 

= ±√1 + 𝜇𝜈. 
В итоге получили, что векторы {𝑋1, … , 𝑋4} имеют вид (базисы) 
 

{𝑖5 ± √1 + 𝜇𝜈 𝑖8 + 𝜇𝑖10, 𝑖7 + 𝜈𝑖8 ±√1 + 𝜇𝜈 𝑖10, 𝑖6, 𝑖9}. 
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Рассмотрим случай, b: 𝜆2 = 1, 𝜎2 = 1.⇒ 𝜆 = 1, 𝜎 = 1;  𝜆 = −1, 𝜎 = 1;  𝜆 = 1, 𝜎 =
= −1;  𝜆 = −1, 𝜎 = −1.  

В итоге получили, что векторы {𝑋1, … , 𝑋4} имеют вид (базисы) 
 

{𝑖5 + 𝑖8, 𝑖7 + 𝑖10, 𝑖6, 𝑖9}, 
{𝑖5 − 𝑖8, 𝑖7 + 𝑖10, 𝑖6, 𝑖9}, 
{𝑖5 + 𝑖8, 𝑖7 − 𝑖10, 𝑖6, 𝑖9}, 
{𝑖5 − 𝑖8, 𝑖7 − 𝑖10, 𝑖6, 𝑖9}. 

 

В случаях 70, 80 системы инвариантности противоречивы. 
 

90(

1 𝜆 0 𝜇 0 0
0 0 1 𝜎 0 0
0
0

0
0

0
0

0
0

1
0

0
1

). 

 

Рассмотрим случай 90.  В этом случае векторы, задающие инвариантные подпро-

странства, принимают вид: 
 

𝑋1 = 𝑖5 + 𝜆𝑖7 + 𝜇𝑖10, 𝑋2 = 𝑖8 + 𝜎𝑖10, 𝑋3 = 𝑖6, 𝑋4 = 𝑖9. (23) 
 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая 𝑎 = 𝑖6, получим: 
 

 

[𝑎, 𝑋1] = [𝑎, 𝑖5] + 𝜆[𝑎, 𝑖7] + 𝜇[𝑎, 𝑖10] = −𝑖8 + 𝜆𝑖10 + 𝜇𝑖7, 
[𝑎, 𝑋2] = [𝑎, 𝑖8] + 𝜎[𝑎, 𝑖10] = −𝑖5 + 𝜎𝑖7, 
[𝑎, 𝑋3] = [𝑎, 𝑖6] = 0, 
[𝑎, 𝑋4] = [𝑎, 𝑖9] = 0.           

(24) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов {𝑋1, … , 𝑋4}: 
 

𝛼1(𝑖5 + 𝜆𝑖7 + 𝜇𝑖10) + 𝛽1(𝑖8 + 𝜎𝑖10) + 𝛾1𝑖6 + 𝛿1𝑖9 = 𝛼1𝑖5 + 𝛾1𝑖6 + 𝑖7𝛼1𝜆 + 

+𝑖8𝛽1 + 𝑖9𝛿1 + 𝑖10(𝛼1𝜇 + 𝛽1𝜎). 
(25) 

 

Сравнивая формулу (25) с первой формулой (24), получим: 
 

 𝛽1 = −1,  𝛼1𝜇 + 𝛽1𝜎 = 𝜆, 𝛼1𝜆 = 𝜇, 𝛼1 = 0, 𝛾1 = 0, 𝛿1 = 0. 
 

Отсюда следует: 𝜎 = −𝜆, 𝜇 = 0. 
Сравнивая формулу (25) со второй формулой (24), получим: 
 

𝛼2 = −1, 𝛼2𝜆 = 𝜎, 𝛾2 = 0, 𝛽2 = 0, 𝛿2 = 0, 𝛼2𝜇 + 𝛽2𝜎 = 0. 
 

Отсюда следует: 𝜎 = −𝜆, 𝜇 = 0. 
Отметим, что остальные формулы не приводят к дополнительным условиям. 

В итоге получили, что векторы {𝑋1, … , 𝑋4} имеют вид (базисы) 
 

{𝑖5 + 𝜆𝑖7, 𝑖8 − 𝜆𝑖10, 𝑖6, 𝑖 9}. 
 

В случаях 100 − 130 системы инвариантности противоречивы. 
 

140(

0 1 𝜇 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0
0

0
0

0
0

0
0

1
0

0
1

) 
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Рассмотрим случай 140.  
В этом случае векторы, задающие инвариантные подпространства, принимают вид: 
 

𝑋1 = 𝑖7 + 𝜇𝑖8, 𝑋2 = 𝑖10, 𝑋3 = 𝑖6, 𝑋4 = 𝑖9. (26) 
 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая 𝑎 = 𝑖6, получим: 
 

 

[𝑎, 𝑋1] = [𝑎, 𝑖7] + 𝜇[𝑎, 𝑖8] = 𝑖10 − 𝜇𝑖5, 
[𝑎, 𝑋2] = [𝑎, 𝑖10] = 𝑖7, 
[𝑎, 𝑋3] = [𝑎, 𝑖6] = 0, 
[𝑎, 𝑋4] = [𝑎, 𝑖9] = 0.           

(27) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов {𝑋1, … , 𝑋4}: 
 

𝛼1(𝑖7 + 𝜇𝑖8) + 𝛽1𝑖10 + 𝛾1𝑖6 + 𝛿1𝑖9 = 𝛾1𝑖6 + 𝛼1𝑖7 + 𝛼1𝜇𝑖8 + 𝛿1𝑖9 + 𝛽1𝑖10. (28) 
 

Сравнивая формулу (28) с первой формулой (27), получим: 
 

  𝜇 = 0. 
 

Отметим, что остальные формулы не приводят к дополнительным условиям. 

В итоге получили, что векторы {𝑋1, … , 𝑋4} имеют вид (базисы) 
 

{𝑖7, 𝑖10, 𝑖6, 𝑖 9}. 
 

В случае 150 система инвариантности противоречива. 

Теорема 1. Относительно оператора 𝑖6 инвариантны только следующие четырех-

мерные подпространства алгебры Ли 𝐻̅: 
 

{𝑖5, 𝑖7, 𝑖8, 𝑖10}, 
{𝑖5 + 𝜆𝑖10, 𝑖7 + 𝑖10, 𝑖8 + 𝜆𝑖10, 𝑖6 + 𝑞𝑖9}, 
{𝑖5 + 𝜆𝑖10, 𝑖7 − 𝑖10, 𝑖8 − 𝜆𝑖10, 𝑖6 + 𝑞𝑖9}, 
{𝑖5 + 𝜆𝑖10, 𝑖7 + 𝑖10, 𝑖8 + 𝜆𝑖10, 𝑖9}, 
{𝑖5 + 𝜆𝑖10, 𝑖7 − 𝑖10, 𝑖8 − 𝜆𝑖10, 𝑖9}, 

{𝑖5 + 𝑖8, 𝑖7, 𝑖10, 𝑖6 + 𝑞𝑖9}, 
{𝑖5 − 𝑖8, 𝑖7, 𝑖10, 𝑖6 + 𝑞𝑖9}, 
{𝑖5 + 𝑖8, 𝑖7, 𝑖10, 𝑖9}, 
{𝑖5 − 𝑖8, 𝑖7, 𝑖10, 𝑖9}, 

{𝑖5 ± √1 + 𝜇𝜈 𝑖8 + 𝜇𝑖10, 𝑖7 + 𝜈𝑖8 ±√1 + 𝜇𝜈 𝑖10, 𝑖6, 𝑖9}, 
{𝑖5 + 𝑖8, 𝑖7 + 𝑖10, 𝑖6, 𝑖9}, 
{𝑖5 − 𝑖8, 𝑖7 + 𝑖10, 𝑖6, 𝑖9}, 
{𝑖5 + 𝑖8, 𝑖7 − 𝑖10, 𝑖6, 𝑖9}, 
{𝑖5 − 𝑖8, 𝑖7 − 𝑖10, 𝑖6, 𝑖9}, 
{𝑖5 + 𝜆𝑖7, 𝑖8 − 𝜆𝑖10, 𝑖6, 𝑖9}, 

{𝑖7, 𝑖10, 𝑖6, 𝑖9} . 
 

Теорема 2. Относительно операторов 𝑖6, 𝑖9 инвариантны только следующие четы-

рехмерные подпространства алгебры Ли 𝐻̅: 
 

𝑚1 = {𝑖5, 𝑖7, 𝑖8, 𝑖10}, 
𝑚2 = {𝑖5 − 𝑖8, 𝑖7 + 𝑖10, 𝑖6, 𝑖9}, 
𝑚3 = {𝑖5 + 𝑖8, 𝑖7 − 𝑖10, 𝑖6, 𝑖9}. 

Проверяя для этих четырехмерных подпространств условие прямой суммы, убеж-

даемся, что условие прямой суммы выполняются только для подпространства 𝑚1 =
{𝑖5, 𝑖7, 𝑖8, 𝑖10}, т. е. 𝐻̅ = 𝐺5̅̅ ̅ + 𝑚1. 
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Таким образом, получена: 

Теорема 3. Однородное пространство 𝐻/𝐺5  редуктивно. Редуктивным дополне-

нием является только следующее подпространство: {𝑖5, 𝑖7, 𝑖8, 𝑖10}. 
 

Заключение 

В работе получено редуктивное однородное пространство.  

Результаты работы могут быть применены для решения аналогичных задач в дру-

гих евклидовых пространствах, а также в научно-исследовательской работе по диффе-

ренциальной геометрии и в теоретической физике. 
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