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О ВРЕМЕНИ ОТЫСКАНИЯ КОМАНД 

В ПРОГРАММАХ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ МАШИН ТЬЮРИНГА 

 
Рассматривается одноленточная машина Тьюринга с внешним алфавитом, состоящим из двух 

символов. Программа машины задается как списком команд, так и ориентированным графом. Определя-

ется, каким образом машина отыскивает очередную команду в своей программе, заданной списком, ко-

торую она должна выполнять. Исходя из структуры программы машины, заданной графом, определя-

ются элементарные машины Тьюринга. Для элементарных машин указан порядок следования команд, при 

котором время их отыскания будет наибольшим, а также определено наибольшее время их отыскания.  

Ключевые слова: элементарная машина Тьюринга, команда, программа, порядок следования ко-

манд, время отыскания команд.  

 

On the Time of Finding Commands in the Programs of Elementary Turing Machines 
 

A single-tape Turing machine with an external alphabet consisting of two characters is considered. 

The program of the machine is set both by a list of commands and by an oriented graph. It is determined how 

the machine finds the next command in its program, specified by the list, which it must execute. Based on the 

program structure of the machine set by the graph, elementary Turing machines are determined. For elementary 

machines, the order of following commands is indicated, at which the retrieval time will be the greatest. Also, the 

longest retrieval time is estimated.  

Key words: elementary Turing machine, command, program, order of following commands, command 

retrieval time. 

 

Введение 

Машина Тьюринга является одной из классических моделей алгоритма, позволя-

ющей исследовать свойства самого алгоритма. Самая значительная часть исследований 

по машинам Тьюринга посвящена рассмотрению сложности тьюринговых вычислений. 

Обзоры исследований по этому направлению даны в [1–3]. Исследуется также сложность 

самого алгоритма и, в частности, сложность универсальных машин Тьюринга [4; 5]. Раз-

рабатывается программное обеспечение анимации работы машины [6; 7]. Данная работа 

посвящена исследованию времени отыскания команд в программах машин Тьюринга 

и продолжает ранее начатые исследования [8–13]. 

В настоящей работе рассматриваются машины Тьюринга с одной лентой, одной 

головкой и внешним алфавитом из двух символов. Программу машины Тьюринга можно 

задавать как списком команд, так и ориентированным графом. При задании списком про-

грамма определяется перечнем команд вида jkii qDaaq  , где iq , jq  – внутренние со-

стояния машины, 𝑎𝑖, 𝑎𝑘 ∈ {0,1}, D ∈ {Л,П,С}. Состояние 𝑞0 называется конечным и 
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команда, в правой части которой записано это состояние, – тоже конечной. В [8] опреде-

лено, каким образом машина отыскивает в списке команду, которую она должна выпол-

нять в данный момент: 

1. Пусть в начальный момент головка обозревает символ ra . Тогда машина, начи-

ная с первой команды списка, сравнивает 𝑞1 ra  с левыми частями команд до тех пор, пока 

не найдет команду с левой частью 𝑞1 ra , которую она и будет выполнять. 

2. Пусть в момент после выполнения команды jkii qDaaq   (𝑞𝑗 ≠ 𝑞0) головка 

обозревает символ ca . Тогда, начиная с команды, следующей за выполненной, машина 

сравнивает cj aq  с левыми частями команд списка до тех пор, пока не найдет команду 

с левой частью cj aq , которую она и будет выполнять. 

3. Сравнение производится в том порядке, в котором команды следуют в списке. 

При этом, если после сравнения с левой частью последней команды списка нужная ко-

манда не найдена, сравнение продолжается, начиная с первой команды списка.  

4. Сравнение любого kj aq  с левой частью любой команды списка проводится 

за одинаковое время: за одну единицу времени.  

В [8] определяется оптимальный порядок следования команд в программе как по-

рядок, при котором время их отыскания будет наименьшим. Под наименьшим понима-

ется наименьшее среднее время как отношение суммы времени отыскания по всем 

начальным конфигурациям к числу этих конфигураций. 

В [9] введена классификация 𝐿0, 𝐿1, 𝐿2, . . . машин Тьюринга в зависимости 

от структуры ориентированного графа, задающего программу машины. Классу 𝐿0 при-

надлежат машины, программы которых удовлетворяют требованиям: 

1) граф является связным и не содержит циклов; 

2) в каждую неконечную вершину, отличную от начальной, входит ровно одна 

дуга. В начальную вершину не входит ни одна дуга. 

Машина Тьюринга класса 𝐿0 с n внутренними состояниями называется элемен-

тарной [10], если в ее программе, заданной графом, из каждой вершины i (1 ≤ i ≤ n – 1) 

одна дуга уходит в вершину i + 1, а другая – в конечную вершину. Из вершины n обе 

дуги уходят в конечную вершину. 

Будем рассматривать только те начальные конфигурации, у которых головка ма-

шины за время выполнения программы просматривает все символы начальной конфигу-

рации.  

Теорема 1 [10]. Для элементарной машины Тьюринга, имеющей n внутренних со-

стояний, выполняются следующие утверждения: 

1) минимальная сумма времени отыскания команд по всем начальным конфигу-

рациям равна 𝑛2 + 2n;  

2) оптимальным является тот порядок, при котором вначале следуют команды 

дуг, исходящих из вершины 1, затем – команды дуг, исходящих из вершины 2, и т. д. 

При этом в каждой паре команд дуг, исходящих из вершины i (1 ≤ i ≤ n – 1), первой 

следует команда дуги, уходящей в конечную вершину. 

Следствие 1 [10]. Для элементарной машины Тьюринга минимальное среднее 

время отыскания команд по всем начальным конфигурациям равно 
 

𝑛2 + 2𝑛

𝑛+1
 = n + 

𝑛

𝑛+1
. 
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В [10–13] рассматривалась задача нахождения такого порядка следования команд 

в программах машин Тьюринга, при котором время их отыскания было бы наименьшим. 

Здесь рассматривается задача отыскания такого порядка следования команд, при кото-

ром время их отыскания является наибольшим.  

 

Основная часть 
Лемма 1 [12]. При наибольшем времени отыскания команд команды любого пути 

из начальной вершины в конечную следуют в следующем порядке: первой следует по-

следняя команда пути, второй – предпоследняя команда и т. д. Последней следует первая 

команда пути. 

Лемма 2. Пусть дана элементарная машина М с n внутренними состояниями 

и пусть команды машины в списке команд следуют в следующем порядке: 

– вначале следует пара команд дуг, исходящих из вершины n, затем – пара команд 

дуг, исходящих из вершины n - 1, и т. д.; 

– в каждой паре команд дуг, исходящих из вершины i (1 ≤ i ≤ n – 1), первой следует 

команда дуги, уходящей в вершину i + 1. 

Тогда время отыскания команд при работе над: 

– конфигурацией 𝑃𝑖, которой соответствует путь 𝐻𝑖 длины i (1 ≤ i ≤ n – 1) 

из начальной вершины в конечную, равно 2(ni – i + 1); 

– конфигурациями 𝑃𝑛 и 𝑃𝑛+1, которым соответствуют пути 𝐻𝑛 и 𝐻𝑛+1 длины n 

из начальной вершины в конечную, равно соответственно 2 n (n – 1) + 1 и 2 n (n – 1) + 2. 

Доказательство. Пусть условия леммы выполняются. Рассмотрим произволь-

ный путь 𝐻𝑖 длины i (1 ≤ i ≤ n – 1) из начальной вершины в конечную. Дуги этого пути в 

порядке их следования в пути обозначим через 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, . . . , 𝑑𝑖. Команды этих дуг при 

указанном выше порядке их следования находятся на местах 2n – 1, 2n – 3, 2n – 5, . . . , 

2n – 2i +1 соответственно. Тогда из правила отыскания команд следует, что при работе 

над конфигурацией  𝑃𝑖 (1 ≤ i ≤ n – 1) время отыскания команды дуги: 

– 𝑑1 будет равно 2n – 1 и затем одно сравнение после выполнения команды дуги 𝑑1, 

т. е. в сумме 2n; 

– 𝑑2 будет равно 2n – 3 и затем три сравнения после выполнения команды дуги 𝑑2, 

т. е. в сумме 2n; 

– 𝑑3 будет равно 2n – 5 и затем пять сравнений после выполнения команды дуги 𝑑3, 

т. е. в сумме 2n; 

. . . .  

– 𝑑𝑖−1 будет равно 2n – (2i – 1) и затем (2i – 1)  сравнений после выполнения 

команды дуги 𝑑𝑖−1, т. е. в сумме 2n; 

– 𝑑𝑖 будет равно 2n – (2i –1) + 1= 2(n – i + 1).  

Следовательно, время отыскания команд при работе над конфигурацией 𝑃𝑖 будет 

равно 2 n (i – 1) + 2(n – i + 1) = 2(ni – i + 1). 

Аналогично определяется время отыскания команд при работе над конфигураци-

ями 𝑃𝑛 и 𝑃𝑛+1. Лемма 2 доказана. 

Следствие 2. При отыскании команд во время работы над конфигурацией 𝑃𝑖, ко-

торой соответствует путь 𝐻𝑖 длины i (i ≥ 1) из начальной вершины в конечную, при по-

рядке их следования, указанном в лемме 2, весь список команд пути полностью просмат-

ривается (i – 1) раз и затем просматривается только первая команда списка.  

Теорема 2. Для элементарной машины Тьюринга, имеющей n внутренних неко-

нечных состояний, выполняются следующие утверждения: 

1) наибольшая сумма времени отыскания команд по всем начальным конфигура-

циям равна 𝑛3+ 2𝑛2 – n + 1; 
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2) наибольшее время отыскания команд достигается при следующем порядке: 

вначале следует пара команд дуг, исходящих из вершины n, затем – пара команд дуг, 

исходящих из вершины n – 1, и т. д. При этом в каждой паре команд дуг, исходящих 

из вершины i (1 ≤ i ≤ n – 1), первой следует команда дуги, уходящей в вершину i + 1; 

3) других порядков, при которых достигается наибольшее время отыскания ко-

манд, кроме указанных в п. 2), нет. 

Доказательство. Доказательство теоремы проведем по принципу математиче-

ской индукции относительно n. 

1. n = 1. В этом случае программа машины состоит из двух команд и различных 

порядков следования этих команд будет два. Различных начальных конфигураций будет 

тоже две: 𝑞10 и 𝑞11. Непосредственной проверкой можно убедиться, что для каждого 

порядка следования команд сумма времени отыскания команд будет равна 3. 

2. Пусть для n = k доказываемое утверждение выполняется. Рассмотрим машину 

М с n = k +1 внутренними состояниями, отличными от состояния 𝑞0. Этим состояниям 

соответствуют вершины 1, 2, 3, . . . , k, k +1  графа, задающего программу машины M. 

Машину M можно рассматривать как последовательное соединение двух машин 𝑀1 

и 𝑀2. Машина 𝑀2 состоит из двух команд, которые соответствуют дугам, исходящим 

из вершины k +1, машина 𝑀1 состоит из оставшихся команд. Другими словами, машина 

𝑀1 определяется подграфом с начальной вершиной 1 и имеет k внутренних состояний. 

Для машины М различных начальных конфигураций имеется, очевидно, k + 2. 

Эти конфигурации определяются k + 2 путями 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3, . . . , 𝐻𝑘, 𝐻𝑘+1, 𝐻𝑘+2 из началь-

ной вершины в конечную, длины которых соответственно равны 1, 2, 3, . . . , k, k +1, k 

+1. Обозначим эти конфигурации соответственно через 𝑃1 , 𝑃2, 𝑃3, . . . , 𝑃𝑘, 𝑃𝑘+1, 𝑃𝑘+2. 

При этом, конфигурации 𝑃𝑘+1, 𝑃𝑘+2 соответствуют машине 𝑀2, конфигурации 𝑃1 , 𝑃2, 𝑃3, 

. . . , 𝑃𝑘 – машине 𝑀1. 

По индуктивному предположению наибольшее время отыскания команд при ра-

боте машины 𝑀1 (без учета команд машины 𝑀2) равно 𝑘3+ 2𝑘2 – k + 1. Это значение 

справедливо для того случая, когда для машины 𝑀1 имеется k + 1 начальных конфигу-

раций. Вместе с тем у машины 𝑀1 одна из дуг, выходящих из вершины k, уходит не в ко-

нечную вершину, а в вершину k +1. Поэтому для машины 𝑀1 будет не k + 1 начальных 

конфигураций, а k. Соответственно в силу леммы 2 время отыскания команд при работе 

машины 𝑀1 уменьшится на (2 k (k – 1) + 1): 
 

𝑘3+ 2𝑘2 – k + 1 – (2 k (k – 1) + 1) = 𝑘3+ 2𝑘2 – k + 1 – (2𝑘2 – 2 k + 1) = 𝑘3+ k. 
 

При этом по индуктивному предположению наибольшее указанное время отыс-

кания команд 𝑘3  + k будет достигаться только в том случае, если команды машины 𝑀1 

(без учета команд машины 𝑀2) будут следовать в порядке, указанном в п. 2) доказывае-

мой теоремы. Поэтому при любом порядке следования команд машины М для достиже-

ния наибольшего времени отыскания команд команды машины 𝑀1 должны следовать в 

порядке, определяемом п. 2) доказываемой теоремы. 

Возможны следующие случаи следования команд в программе машины М. 

Случай 1. Одна из двух команд машины 𝑀2 в списке команд машины М следует 

первой. Пусть эта команда соответствует, например, конфигурации 𝑃𝑘+1. 

Случай 1.1. Вторая команда машины 𝑀2 в списке команд машины М следует вто-

рой. Эта команда будет соответствовать конфигурации 𝑃𝑘+2. 

Определим время отыскания команд машины 𝑀1 с учетом просмотра команд      

машины 𝑀2. Машине 𝑀1 соответствует k начальных конфигураций 𝑃1 , 𝑃2, 𝑃3, . . . , 𝑃𝑘. 

Эти конфигурации определяются соответственно k путям 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3, . . . , 𝐻𝑘 из началь-
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ной вершины в конечную, длины которых соответственно равны 1, 2, 3, . . . , k. При ра-

боте над каждой из конфигураций 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, . . . , 𝑃𝑘 машина 𝑀1 просматривает две ко-

манды машины 𝑀2, находящиеся на первом и втором месте в списке команд машины М. 

Из следствия 2 следует, что каждая из двух команд машины 𝑀2 при работе над конфигу-

рацией: 

– 𝑃1 просматривается по одному разу; 

– 𝑃2 просматривается по два раза; 

– 𝑃3 просматривается по три раза; 

. . . . . . . . 

– 𝑃𝑘 просматривается по k раз. 

Поэтому отыскание двух команд машины 𝑀2 дает дополнительно следующее ко-

личество сравнений 
 

2∙1 + 2∙2 + 2∙3 + . . . + 2∙ k = 2∙(1 + 2+ 3 + . . .+ k) = 2 
1

2
 ( k + 1) k = 𝑘2 + k. 

 

Тогда время отыскания команд машины 𝑀1 с учетом просмотра команд машины 

𝑀2 будет равно 𝑘3 + k + 𝑘2 + k = 𝑘3+ 𝑘2 + 2 k. 

Определим теперь время отыскания команд машины 𝑀2. Машине 𝑀2 соответ-

ствуют две начальные конфигурации 𝑃𝑘+1, 𝑃𝑘+2. Соответствующие им пути имеют 

длину k + 1. Поэтому в силу леммы 2 время отыскания команд при работе над конфигу-

рациями 𝑃𝑘+1 и 𝑃𝑘+2 будет соответственно равно 
 

2 (k + 1) k + 1 и 2 (k + 1) k + 2 
 

Тогда время отыскания команд машины 𝑀2 будет равно  
 

2 (k + 1) k + 1 + 2 (k + 1) k + 2 = 4 𝑘2 + 4 k + 3. 
 

Таким образом, время отыскания команд машины М будет равно сумме времени 

отыскания машин 𝑀1 и 𝑀2: 
 

(𝑘3+ 𝑘2 + 2 k) + (4 𝑘2 + 4 k + 3) = 𝑘3+ 5 𝑘2 + 6 k + 3. 
 

Так как n = k +1, то 𝑘3+ 5 𝑘2 + 6 k + 3 = 𝑛3+ 2𝑛2 – n + 1 и порядок следования 

команд в случае 1.1 соответствует п. 2) доказываемой теоремы. 

Случай 1.2. Вторая команда машины 𝑀2 в списке команд машины М находится 

на j-ом месте (j ≥ 3). 

Определим время отыскания команд машины 𝑀1 с учетом просмотра двух команд 

машины 𝑀2. Машине 𝑀1 соответствует k начальных конфигураций 𝑃1 , 𝑃2, 𝑃3, . . . , 𝑃𝑘. 

При работе над этими конфигурациями машина 𝑀1 просматривает две команды ма-

шины 𝑀2, находящиеся на первом и j-ом местах (j ≥ 3) в списке команд машины М. 

По аналогии со случаем 1.1 можно показать, что отыскание первой команды машины 𝑀2 

дает дополнительно следующее количество сравнений: 
1

2
 (𝑘2 + k). 

Вместе с тем, в отличие от первой команды машины 𝑀2, вторая ее команда сле-

дует уже не до всех команд машины 𝑀1. До второй команды машины 𝑀2 следует команд 

(j – 2) машины 𝑀1, после – (2 k + 2 – j) команд. Среди первых (j – 2) команд машины 𝑀1 

количество конечных команд равно [ 
𝑗 – 2

2
 ], и им соответствуют начальные конфигурации 

𝑃1 , 𝑃2, 𝑃3, . . . , 𝑃
[ 
𝑗 – 2

2
 ] 

. Оставшимся (2 k + 2 – j) командам машины 𝑀1 соответствуют 

начальные конфигурации  𝑃
[ 
𝑗 – 2

2
 ]+1

, 𝑃
[ 
𝑗 – 2

2
 ]+2

, . . . , 𝑃𝑘, при работе над которыми количе-

ство сравнений со второй командой будет таким же, как и количество сравнений с первой. 
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При работе над каждой из [
𝑗 – 2

2
] начальных конфигураций 𝑃1 , 𝑃2, 𝑃3, . . . , 𝑃

[ 
𝑗 – 2

2
 ] 

 

количество сравнений со второй командой машины 𝑀2 будет на единицу меньше, чем 

количество сравнений с первой командой. Действительно, вторая команда следует после 

[
𝑗 – 2

2
] конечных команд, и поэтому в отличие от первой команды машины 𝑀2 вторая пе-

ред выполнением конечной команды машины 𝑀1 не просматривается. Поэтому по срав-

нению с первой командой машины 𝑀2 у второй количество сравнений будет на [
𝑗 – 2

2
] 

меньше: 
1

2
 (𝑘2 + k) − [

𝑗 – 2

2
]. 

Таким образом, отыскание двух команд машины 𝑀2 дает дополнительно следую-

щее количество сравнений: 
 

1

2
 (𝑘2 + k) + 

1

2
 (𝑘2 + k) − [

𝑗 – 2

2
] = (𝑘2 + k) − [

𝑗 – 2

2
]. 

 

Тогда время отыскания команд машины 𝑀1 с учетом просмотра команд машины 

𝑀2 будет равно  
 

𝑘3 + k + 𝑘2 + k − [
𝑗 – 2

2
] = 𝑘3+ 𝑘2 + 2 k − [

𝑗 – 2

2
], 

 

т. е. по сравнению со случаем 1.1 на [
𝑗 – 2

2
] сравнений меньше. 

Определим теперь время отыскания команд машины 𝑀2. Машине 𝑀2 соответ-

ствуют две начальные конфигурации 𝑃𝑘+1, 𝑃𝑘+2. Соответствующие им пути 𝐻𝑘+1, 𝐻𝑘+2 

из начальной вершины в конечную имеют длину k + 1. В случае 1.1 время отыскания 

команд при работе над конфигурациями 𝑃𝑘+1 и 𝑃𝑘+2 было соответственно равно  
 

2 (k + 1) k + 1 и 2 (k + 1) k + 2. 
 

В случае 1.2 время отыскания команд при работе над конфигурацией 𝑃𝑘+1 будет 

таким же, как и в случае 1.1, поскольку первая команда в случае 1.2 находится на том же 

месте, что и в случае 1.1: 2 (k + 1) k + 1. 

В случае 1.2 время отыскания команд при работе над конфигурацией 𝑃𝑘+2 будет 

на 2 (k + 1) + 2 – j = 2 k + 4 – j меньше, чем в случае 1.1. Действительно, в случае 1.1 

вторая команда машины 𝑀2 находилась на втором месте в списке команд, т. е. до всех 

команд машины 𝑀1. Поэтому при работе над конфигурацией 𝑃𝑘+2 время отыскания ко-

манд было равно 2 (k + 1) k + 2, т. е. при отыскании каждой из k неконечных команд пути 

𝐻𝑘+2 совершалось 2k сравнений и при отыскании конечной команды пути 𝐻𝑘+2 – 2 срав-

нения. В случае 1.2 вторая команда машины 𝑀2 в списке команд машины М находится 

на j-ом месте, т. е. после (j – 2) команд машины 𝑀1. Поэтому в случае 1.2 при работе над 

конфигурацией 𝑃𝑘+2 время отыскания команд будет равно 2 (k + 1) (k – 1) + j, 

т. к. при отыскании каждой из k – 1 неконечных команд пути 𝐻𝑘+1 совершалось 2k срав-

нений, а при отыскании k-ой неконечной и конечной команд пути 𝐻𝑘+2 – j сравнений. 

Следовательно, в случае 1.2 время отыскания команд при работе над конфигурацией 

𝑃𝑘+2 будет на  
 

(2 (k + 1) k + 2) – (2 (k + 1) (k – 1) + j) = 2 (k + 1) + 2 – j = 2k + 4 – j 
 

меньше, чем в случае 1.1. 

Таким образом, в случае 1.2 и при работе машины 𝑀1, и при работе машины 𝑀2 

время отыскания команд будет меньше, чем в случае 1.1. 
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Случай 2. Одна из двух команд машины 𝑀2 в списке команд машины М следует 

второй. Если вторая команда машины 𝑀2 в списке команд машины М следует первой, 

то этот случай совпадает со случаем 1.1.  

Пусть вторая команда машины 𝑀2 в списке команд машины находится на j-ом 

месте (j ≥ 3). Тогда на первом месте будет находиться одна из команд машины 𝑀1. 

Случай 2.1. Команда машины 𝑀1, находящаяся на первом месте в списке команд 

машины М, является неконечной. Другими словами, это будет команда дуги, следующей 

из вершины i (1 ≤ i ≤ k) в вершину i + 1. Эта дуга принадлежит пути 𝐻𝑘+1  из начальной 

вершины в конечную, где последняя дуга определяет первую команду машины 𝑀2. 

В силу леммы 1 при наибольшем времени отыскания первая команда машины 𝑀2 должна 

находиться до команды дуги, следующей из вершины i (1 ≤ i ≤ k) в вершину i + 1. В слу-

чае 2.1 это требование не выполняется. Поэтому в случае 2.1 наибольшее время отыска-

ния команд достигаться не будет. 

Случай 2.2. Команда машины 𝑀1, следующая первой в списке команд машины М, 

является конечной. Другими словами, это будет команда дуги, следующей из вершины 

i (1 ≤ i ≤ k) в конечную вершину. Обозначим эту дугу через d. По индуктивному предпо-

ложению при наибольшем времени отыскания команд дугой d должна быть дуга, исхо-

дящая из вершины i = k. 

Дуга d является последней в пути 𝐻𝑘 из начальной вершины в конечную. Длина 

пути 𝐻𝑘 равна k, и этот путь соответствует начальной конфигурации 𝑃𝑘. 

Сравним время отыскания команд в случаях 1.1 и 2.2. Для этого определим время 

отыскания команд машины 𝑀1 с учетом просмотра команд машины 𝑀2. Машине 𝑀1 со-

ответствует k начальных конфигураций 𝑃1 , 𝑃2, 𝑃3, . . . , 𝑃𝑘. При работе над этими k кон-

фигурациями машина 𝑀1 просматривает две команды машины 𝑀2, находящиеся на пер-

вом и j-ом местах (j ≥ 3) в списке команд машины М. По аналогии со случаем 1.1 можно 

показать, что отыскание первой команды машины 𝑀2 дает дополнительно такое же ко-

личество сравнений, как и в случае 1.1: 
1

2
 ( 𝑘2 +k). 

В случае 1.1 команда дуги d в списке команд машины М находилась на четвертом 

месте. Поэтому в случае 1.1 время отыскания команд при работе над конфигурацией 𝑃𝑘 

было равно 2 (k + 1) (k – 1) + 4. В случае 2.2 время отыскания команд при работе над 

конфигурацией 𝑃𝑘 будет равно 2 (k + 1) (k – 1) + 1, поскольку команда дуги d в списке 

команд находится на первом месте. Таким образом, при работе над конфигурацией 𝑃𝑘 

время отыскания команд в случае 2.2 уменьшается на 3 единицы по сравнению со слу-

чаем 1.1. 

При работе над конфигурациями 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑘−1 время отыскания команд в слу-

чае 2.2 будет, очевидно, таким же, как и в случае1.1. Следовательно, в случае 2.2 по срав-

нению со случаем 1.1 при работе машины 𝑀1 время отыскания команд будет меньше 

на 3 единицы. 

Определим теперь время отыскания команд машины 𝑀2. Машине 𝑀2 соответ-

ствуют две начальные конфигурации 𝑃𝑘+1, 𝑃𝑘+2. Соответствующие им пути имеют длину 

k + 1. В случае 1.1 время отыскания команд при работе над конфигурациями 𝑃𝑘+1 и 𝑃𝑘+2 

было соответственно равно 
 

2 (k + 1) k + 1 и 2 (k + 1) k + 2. 
 

В случае 2.2 время отыскания команд при работе над конфигурацией 𝑃𝑘+2 будет 

таким же, как и в случае 1.1, поскольку первая команда машины 𝑀2 в случае 2.2 нахо-

дится на том же втором месте, что и в случае 1.1: 2 (k + 1) k + 2. 

В случае 2.2 время отыскания команд при работе над конфигурацией 𝑃𝑘+1 бу-

дет равно: 
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а) 2 (k + 1) k + 3, если j = 3. Действительно, в отличие от случая 1.1 вторая команда 

машины 𝑀2 находится не на первом месте, а на третьем. А так как в случае 1.1 время 

отыскания команд было равно 2 (k + 1) k +1, то в случае 2.2 время отыскания при работе 

машины 𝑀2 будет на 2 единицы больше, чем в случае 1.1. 

Итак, в случае 2.2 по сравнению со случаем 1.1 время отыскания команд при ра-

боте машины 𝑀1 уменьшилось на 3 единицы, а при работе машины 𝑀2 увеличилось на 2. 

Разность этих величин равна 1, т. е. общее время работы машины M в случае 2.2 умень-

шилось на 1 единицу по сравнению со случаем 1.1. 

б) 2 (k + 1) (k – 1) + j, если j > 3. Это значит, в случае 2.2 при работе машины 𝑀2 

время отыскания команд будет на 
 

(2(k + 1) k + 1) – (2 (k + 1) (k – 1) + j) = 2(k + 1) + 1 – j = 2k + 3 – j 
 

меньше, чем в случае 1.1. 

Итак, в случае 2.2 по сравнению со случаем 1.1 время отыскания команд и при ра-

боте машины 𝑀1, и при работе машины 𝑀2 уменьшилось. 

Случай 3. Одна из двух команд машины 𝑀2 в списке команд машины М находится 

на j-ом месте (j ≥ 3). Если вторая команда машины 𝑀2 в списке команд машины М 

следует первой или второй, то этот случай совпадает соответственно со случаем 1.2 

и случаем 2.  

Пусть вторая команда машины 𝑀2 в списке команд машины М находится на s-ом 

месте (s ≥ 3). Пусть для определенности s > j. Тогда s > 3. 

Из условия рассматриваемого случая следует, что в списке команд машины М 

на первом и втором местах находятся команды машины 𝑀1. По индуктивному предпо-

ложению это будут команды дуг, выходящих из вершины k. 

Случай 3.1. На первом и втором местах находятся команды дуг, исходящих из вер-

шины k и входящих соответственно в вершину k + 1 и конечную вершину.  

По аналогии со случаем 1.2 можно показать, что в случае 3.1 время отыскания 

команд при работе: 

– машины 𝑀1 будет на [
𝑗 – 2

2
] + [

𝑠 – 2

2
] меньше, чем в случае1.1; 

– машины 𝑀2 будет на (2k + 2 – j) + (2k + 2 – s) меньше, чем в случае 1.1. 

Таким образом, в случае 3.1 и при работе машины 𝑀1, и при работе машины 𝑀2 

время отыскания команд будет меньше, чем в случае 1.1. 

Случай 3.2. На первом и втором местах находятся команды дуг, исходящих из вер-

шины k и входящих соответственно в конечную вершину и в вершину k + 1. Аналогично 

предыдущему случаю показывается, что в случае 3.2 и при работе машины 𝑀1, и при 

работе машины 𝑀2 время отыскания команд будет меньше, чем в случае 1.1. 

Теорема 2 доказана. 

Следствие 3. Для элементарной машины Тьюринга наибольшее среднее время 

отыскания команд по всем начальным конфигурациям равно 
 

𝑛3+ 2𝑛2 – 𝑛 + 1

𝑛+1
 = 𝑛2 + n –  

2𝑛−1

𝑛+1
. 

 

Следствие 4. Для элементарной машины Тьюринга время отыскания команд 

по всем начальным конфигурациям Т удовлетворяет условию 
 

𝑛2 + 2n ≤ Т ≤ 𝑛3+ 2𝑛2 – n + 1. 

Следствие 5. Для элементарной машины Тьюринга среднее время отыскания ко-

манд по всем начальным конфигурациям удовлетворяет условию 
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n + 
𝑛

𝑛+1
 ≤ Тср. ≤ 𝑛2 + n – 

2𝑛−1

𝑛+1
. 

 

Заключение 

Таким образом, для элементарных машин Тьюринга определен порядок следова-

ния команд, при котором время их отыскания будет наибольшим. Кроме того, для эле-

ментарных машин указана наибольшая сумма времени отыскания команд по всем 

начальным конфигурациям. С учетом результатов, полученных в [10], указаны верхняя 

и нижняя границы времени отыскания команд для элементарных машин Тьюринга 

по всем начальным конфигурациям, а также такие же границы для среднего времени. 
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