
Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 2 / 2024 122 

УДК 512.542 
 

Екатерина Владимировна Зубей 
канд. физ.-мат. наук, доц., доц. каф. фундаментальной математики 
Брестского государственного университета имени А. С. Пушкина 

Ekaterina Zubei 
Candidate of Physical and Mathematical Sciences, Associate Professor, 

Associate Professor of the Department of Fundamental Mathematics 
of Brest State A. S. Pushkin University 

e-mail: ekaterina.zubey@yandex.ru 
 

О КОМПОЗИЦИОННЫХ ФАКТОРАХ КОНЕЧНОЙ ГРУППЫ 

С OS -ПРОПЕРЕСТАНОВОЧНОЙ СИЛОВСКОЙ ПОДГРУППОЙ
*
 

 
Конечная ненильпотентная группа, у которой все собственные подгруппы нильпотентны, назы-

вается группой Шмидта. Подгруппа A  группы G  называется OS -проперестановочной в G , если суще-

ствует подгруппа B  такая, что = ( )GG N A B , AB  является подгруппой группы G  и подгруппа A  пере-

становочна со всеми подгруппами Шмидта из B . Для < 7r  перечислены все неабелевы композиционные 

факторы группы, в которой силовская r -подгруппа OS -проперестановочна. Доказана разрешимость 

группы с OS -проперестановочными силовскими 2- и 3 -подгруппами. 

Ключевые слова: конечная группа, OS -проперестановочная подгруппа, группа Шмидта, силов-

ская подгруппа, p -разрешимая группа. 

 

On Composition Factors of a Finite Group with OS -Propermutable Sylow Subgroup 
 

A finite non-nilpotent group whose all proper subgroups one nilpotent, is called the Schmidt group. A 

subgroup A  of a group G  is called OS -propermutable in G  if there is a subgroup B  such that = ( )GG N A B , 

AB  is a subgroup of G  and A  permutes with all Schmidt subgroups of B . For < 7r , all non-Abelian 

composition factors of a group G  in which a Sylow r -subgroup is OS -propermutable. One described the 

solubility of a group G  with OS -propermutable Sylow 2- and 3 -subgroups is proved. 

Key words: finite group, OS -propermutable subgroup, Schmidt group, Sylow subgroup, p -soluble group. 

 

Введение 
Рассматриваются только конечные группы. Конечная ненильпотентная группа, 

у которой все собственные подгруппы нильпотентны, называется группой Шмидта. 
Начало изучению таких групп положила работа О. Ю. Шмидта [1]. Подробный обзор 
результатов о свойствах групп Шмидта, существовании подгрупп Шмидта в конечных 
группах и их некоторых приложениях в теории классов конечных групп приведен 
в статье В. С. Монахова [2]. 

Поскольку группы Шмидта присутствуют в качестве подгруппы в каждой 
ненильпотентной группе, то они являются универсальными подгруппами групп. 
Поэтому свойства заключенных в группе подгрупп Шмидта оказывают существенное 
влияние на строение самой группы. Исследованиям строения групп по свойствам 
подгрупп Шмидта посвящены, например, работы Я. Г. Берковича, В. А. Ведерникова, 
В. Д. Мазурова, В. С. Монахова, С. А. Сыскина. 

Говорят, что подгруппы A  и B  перестановочны, если =AB BA , т. е. множество 

всех элементов ab , где a A , b B  образует подгруппу. Подгруппа группы G  
называ-ется перестановочной или квазинормальной, если она перестановочна со всеми 

под-группами из .G  В 1962 г. О. Кегель [3] ввел понятие S -квазинормальной 
подгруппы. 
_____________________ 
*Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования Республики Беларусь 
в рамках выполнения задания «Конечные группы с формационно-арифметическими свойствами 
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структурных объектов» (№ госрегистрации 20211467) ГПНИ «Конвергенция – 2025», подпро-
грамма «Математические модели и методы» на 2021–2025 гг. 

Определение 1. Подгруппа H  группы G  называется S -квазинормальной в G , 

если H  перестановочна с каждой силовской подгруппой группы G .  

Группы с S -квазинормальной подгруппой изучали многие авторы: М. Асаад, 

А. А. Гелиель, А. Баллестер-Болинше (1989), А. Баллестер-Болинше и П. Агилера 

(1996, 1998) и др. 

С. Сринивасан доказал, что если максимальные подгруппы силовских подгрупп 

группы G  нормальны или S -квазинормальны в G , то G  сверхразрешима. 

Позже А. Шаалан доказал, что если каждая циклическая подгруппа простого 

порядка или порядка 4 S -квазинормальна в группе G , то G  является сверх-

разрешимой. 

Одной из первых работ, посвященных перестановочности силовских подгрупп 

с подгруппами Шмидта, является работа Я. Г. Берковича и Э. М. Пальчика [4]. В этой 

работе были получены следующие результаты. 

Теорема 1 [4, теорема 2]. Пусть каждая не лежащая в ( )S G  2-нильпотентная 

подгруппа Шмидта H  четного порядка перестановочна со всеми силовскими подгруп-

пами группы G , порядки которых взаимно просты с H . Тогда группа G  разрешима.  

Теорема 2 [4, теорема 6]. Пусть все силовские p -подгруппы группы G  пере-

становочны со всеми p -замкнутыми pd -подгруппами Шмидта. Тогда группа G  

p -разрешима. 

Теорема 3 [4, теорема 7]. Пусть каждая силовская 2-подгруппа группы G  пере-

становочна со всеми 2-нильпотентными подгруппами Шмидта четного порядка. 

Тогда группа G  разрешима.  

Теорема 4 [4, теорема 8]. Если каждая p -замкнутая pd -подгруппа Шмидта 

порядка p q 
 перестановочна со всеми силовскими q -подгруппами группы G , то G  

p -разрешима.  

Теорема 5 [4, следствие 3]. Если каждая максимальная подгруппа группы G  

перестановочна со всеми подгруппами Шмидта из G , то G  разрешима.  

Результаты работы [4] развили В. Н. Княгина и В. С. Монахов. В работе [5] они 

установили признаки r -разрешимости групп с условием перестановочности силовской 

r -подгруппы с некоторыми подгруппами Шмидта. 

Получены также признаки разрешимости групп, в которых некоторые 

подгруппы Шмидта перестановочны. Одним из основных результатов работы является 

следующая теорема. 

Теорема 6 [5]. (1) Если некоторая силовская r -подгруппа группы G  перестано-

вочна со всеми не содержащимися в ( )rS G  2-нильпотентными подгруппами Шмидта 

четного порядка, то группа G  r -разрешима. 

(2) Если некоторая силовская r -подгруппа группы G  перестановочна со всеми 

не содержащимися в ( )rS G  2-замкнутыми подгруппами Шмидта четного порядка 

и {3,5}r  , то G  r -разрешима. 

(3) Если некоторая силовская r -подгруппа группы G  перестановочна со всеми 

не содержащимися в ( )rS G  r -замкнутыми rd -подгруппами Шмидта, то G  r -разрешима. 
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(4) Если каждая не содержащаяся в ( )rS G  r -замкнутая rd -подгруппа Шмидта 

порядка r q 
 перестановочна с некоторой силовской q -подгруппой группы G , то G  

r -разрешима.  

Здесь ( )rS G  – наибольшая нормальная r -разрешимая подгруппа группы G  

для простого r . 

В этой теореме ограничение {3,5}r   отбросить нельзя. Примерами служат 

группы (2,8)SL  и (2,4)SL . В простой группе (2,7)PSL  нет 7-нильпотентных  

7d -подгрупп Шмидта. Поэтому группа, в которой силовская r -подгруппа 

перестановочна со всеми r -нильпотентными rd -подгруппами Шмидта, не обязана 

быть r -разрешимой. 

В работе [6] были получены локальные аналоги результатов работы Я. Г. Бер-

ковича и Э. М. Пальчика [4, следствия 2–4]. 

Поскольку для любой подгрупы в группе существует добавление, то вполне 

естественно рассмотреть перестановочность с подгруппами из добавления. Так, в ра-

боте [7] было предложено следующее понятие. 

Определение 2. Подгруппа A  называется полунормальной в группе G , если 

существует подгруппа B  такая, что =G AB  и 1AB  – собственная в G  подгруппа 

для всех собственных подгрупп 1B  из B . 

В. С. Монахов и В. Н. Княгина [8] исследовали группы, в которых имеются 

полунормальные подгруппы Шмидта четного порядка. В работе доказаны следующие 

теоремы. 

Теорема 7 [8, теорема 1]. Если A  – полунормальная подгруппа Шмидта группы 

G  и подгруппа 
GA  неразрешима, то A  является 2 -замкнутой {2,3} -подгруппой. 

Теорема 8 [8, теорема 2]. Если в группе G  все {2,3} -подгруппы Шмидта и все  

5 -замкнутые {2,5} -подгруппы Шмидта полунормальны, то группа G  разрешима. 

Применив идею О. Кегеля и понятие полунормальной подгруппы, в [9] введено 

следующее понятие. 

Определение 3. Подгруппа A  называется S -полунормальной (или SS -перестано-

вочной) в группе G , если существует подгруппа B  такая, что =G AB  и A  переста-

новочна с каждой силовской подгруппой из B . В этом случае подгруппу B  будем 

называть S -добавлением к A  в G . 

В работе [10] установлена разрешимость группы с S -полунормальными сверх-

разрешимыми подгруппами Шмидта четного порядка, перечислены неабелевы компо-

зиционные факторы группы, в которой несверхразрешимые подгруппы Шмидта чет-

ного порядка S -полунормальны, доказаны признаки частичной разрешимости групп, 

некоторые подгруппы Шмидта которых S -полунормальны. 

По аналогии с полунормальной подгруппой (определение 2) можно исследовать 

группы, в которых некоторая силовская подгруппа перестановочна с подгруппами 

Шмидта из добавления к этой силовской подгруппе. В. С. Монахов предложил следу-

ющее понятие. 

Определение 4. Подгруппа A  группы G  называется OS -полунормальной в G , 

если существует подгруппа B  такая, что =G AB  и A  перестановочна со всеми под-

группами Шмидта из B . В этой ситуации подгруппу B  будем называть  

OS -добавлением к подгруппе A  в группе G .  

Обозначение OS  связано с Отто Юльевичем Шмидтом. 
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Понятие OS -полунормальной подгруппы является обобщением понятия полу-

нормальной подгруппы. 

Автором в работе [11] изучено строение группы, у которой некоторая силовская 

подгруппа OS -полунормальна. 

В. Н. Тютянов и П. В. Бычков [12] установили, что неабелевы композиционные 

факторы группы, в которой нет подгрупп Шмидта нечетного порядка, принадлежат 

множеству 
 

={ (2,2 ), 2; (2, ), = 2 1; (4,2) (4,3);n kPSL n PSL q q PSU PSp    
2 1(4,2 ), 2; (2 ), 1}.n nPSp n Sz n   

 

В работе [13] описаны неабелевы композиционные факторы группы, у которой 

некоторая силовская подгруппа перестановочна с подгруппами Шмидта нечетного 

порядка, доказана следующая теорема. 

Теорема 9 [13]. Если некоторая силовская p -подгруппа группы G  перестано-

вочна со всеми подгруппами Шмидта нечетного порядка из G , то неабелевы компо-

зиционные факторы группы G  изоморфны (2,7)PSL  или группам из множества  . 

В теории конечных групп часто встречается ситуация, когда подгруппы A  и B  

группы G  не являются перестановочными, но в G  имеется такой элемент x , для кото-

рого имеет место =x xAB B A . 

А. Н. Скиба [14] предложил концепцию X -перестановочных подгрупп. 

Определение 5. [14]. Пусть X  – непустое множество из группы G . 

(1) Подгруппа A  называется X -перестановочной с подгруппой B , если суще-

ствует элемент x X  такой, что =x xAB B A . 

(2) Подгруппа A  называется X -перестановочной в G , если A  X -

перестановочна со всеми подгруппами из G .  

Он в соавторстве с коллегами (В. Го, К. П. Шамом) опубликовали цикл работ, 

в которых установлены признаки разрешимости, сверхразрешимости групп при усло-

вии, что некоторые подгруппы X -перестановочны, где X  – некоторое непустое мно-

жество группы. 

А. Н. Скиба и И. Сяолян [15] рассмотрели еще одно обобщение полунормальной 

подгруппы. 

Определение 6. Подгруппа A  называется проперестановочной в группе G , если 

существует подгруппа B  такая, что = ( )GG N A B  и AX  – подгруппа для каждой под-

группы X  из B . Подгруппу B  в дальнейшем будем называть продобавлением к A  в G . 

Идеи работ [11] и [15] привели к следующему понятию. 

Определение 7. Подгруппа A  группы G  называется OS -проперестановочной в G , 

если существует подгруппа B  такая, что = ( )GG N A B , AB  является подгруппой 

группы G  и подгруппа A  перестановочна со всеми подгруппами Шмидта из B . В этой 

ситуации подгруппу B  будем называть OS -продобавлением к A  в G . 

Автором в работе [16] установлена для простого числа 7r   r -разрешимость 

группы, в которой силовская r -подгруппа OS -проперестановочна. 

В настоящей работе для < 7r  перечислены все неабелевы композиционные фак-

торы группы, в которой силовская r -подгруппа OS -проперестановочна, также доказана 

разрешимость группы с OS -проперестановочными силовскими 2- и 3-подгруппами. 

Теорема А. Пусть в группе G  силовская p -подгруппа OS -проперестановочна. 
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(1) Если = 2p , то неабелевы композиционные факторы группы G  изоморфны 

(2,7)PSL . В частности, группа G  {2,3,7}' -разрешима. 

(2) Если = 3p , то неабелевы композиционные факторы группы G  изоморфны 

(2,8)SL  или являются 3' -группами. 

(3) Если = 5p , то неабелевы композиционные факторы группы G  изоморфны 

(2,4)SL  или являются 5' -группами. 

(4) Если 7p  , то группа G  p -разрешима. 

Отсюда вытекает разрешимость группы с OS -проперестановочными силовскими 

2- и 3-подгруппами. 

 

1. Используемые обозначения и результаты 
Все обозначения и используемые определения соответствуют [17], [18]. 

Пусть p  – простое число. Группа с нормальной силовской p -подгруппой назы-

вается p -замкнутой. Группа, содержащая нормальную подгруппу, индекс которой 

совпадает с порядком силовской p -подгруппы, называется p -нильпотентной. Если 

порядок подгруппы X  делится на простое число p , то говорят, что X  –  

pd -подгруппа. Обозначим через = |G xH H x G    наименьшую нормальную в G  под-

группу, содержащую подгруппу H . Центр и коммутант группы G  обозначаются через 

( )Z G  и 'G  соответственно. Симметрическая и знакопеременная группы степени n  

обозначаются через nS  и nA ; диэдральная, циклическая и элементарная абелева группы 

порядков k , m  и 
tp  обозначаются через kD , mZ  и tp

E  соответственно, [ ]A B  – полу-

прямое произведение нормальной подгруппы A  и подгруппы B . (1) 

Пусть P  – множество всех простых чисел, а   – некоторое множество простых 

чисел. Дополнение к   во множестве P  обозначим через ' . Итак, P   и ' = \P  . 

Символом   обозначается также функция, определенная на множестве N  следующим 

образом: ( )m  – множество простых чисел, делящих натуральное число m , 

а ( ) = (| |)G G  . Зафиксируем множество простых чисел  . Если ( )m  , 

то натуральное число m  называется  -числом. Группа G  называется:  -группой, если 

( )G  ; ' -группой, если ( ) 'G  . Если | ( ) |=1G , то группа G  называется 

примарной, при | ( ) |= 2G  – бипримарной. 

Субнормальным рядом группы G  называется цепочка подгрупп 
 

0 11= = ,mG G G G  
                     

(1) 
 

в которой подгруппа iG  нормальна в группе 1iG   для всех = 0,1, , 1i m . Ряд (1) 

называется композиционным, если iG  является максимальной нормальной подгруппой 

группы 1iG   для каждого i , фактор-группы 1 /i iG G  называются композиционными 

факторами этого ряда, а числа 1| / |i iG G , = 0,1, , 1i m  – индексами композицион-

ного ряда. 

Группа называется  -разрешимой, если она обладает субнормальным рядом (1), 

факторы которого являются либо разрешимыми  -группами, либо ' -группами. 

В следующей лемме приведены свойства групп Шмидта, полученные самим 

О. Ю. Шмидтом в 1924 г. 
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Лемма 1 [1]. Пусть S  – группа Шмидта. Тогда справедливы следующие 

утверждения: 

(1) = [ ]S P Q , где P  – нормальная силовская p -подгруппа, Q  – ненормальная 

силовская q -подгруппа, p  и q  – различные простые числа; 

(2) =Q y   – циклическая подгруппа и ( )qy Z S ; 

(3) | / ' |= mP P p , где m  – показатель числа p  по модулю q . 

Условимся называть 
< , >p qS -группой группу Шмидта с нормальной силовской  

p -подгруппой P  и циклической силовской q -подгруппой Q . Минимальным добавле-

нием к подгруппе A  в группе G  называется такая подгруппа B , что =G AB   

и 1AB G  для всех собственных подгрупп 1B  из B . 

Лемма 2 [4, лемма 1]. Если K  и D  – подгруппы группы G , подгруппа D  нор-

мальна в K  и /K D  – 
< , >p qS -подгруппа, то минимальное добавление L  к подгруппе D  

в K  обладает следующими свойствами: 

(1) L  – p -замкнутая { , }p q -подгруппа; 

(2) все собственные нормальные подгруппы в L  нильпотентны; 

(3) L  содержит 
< , >p qS -подгруппу [ ]P Q  такую, что Q  не содержится в D  

и = ([ ] ) =L LL P Q Q . 

Лемма 3 [18, VI.4.10]. Пусть A  и B  – подгруппы группы G  такие, что G AB  

и =g gAB B A  для всех g G . Тогда либо GA G , либо GB G . 

Лемма 4 [7, лемма 11]. Если простая группа G  является произведением  

p -подгруппы P  и подгруппы Шмидта S , то справедливо одно из следующих 

утверждений: 

(1) = 2p , (2,7)G PSL , 8P D , 7 3[ ]S Z Z ; 

(2) = 3p , (2,8)G SL , 9P Z , 8 7[ ]S E Z ; 

(3) = 5p , (2,5)G PSL , 5P Z , 4 4 3[ ]S A E Z . 

Лемма 5. (1) Если группа G  является произведением двух подгрупп A  и B  

взаимно простых порядков и K  – субнормальная в G  подгруппа, то 

= ( )( )K K A K B  , [19, лемма 1]. 

(2) Пусть H , K  и N  – попарно перестановочные подгруппы группы G . Если 

H  холлова, то ( )( )N HK N H N K    , [8, лемма 5]. 

Лемма 6 [16, лемма 6]. Пусть A  – OS -проперестановочна подгруппа группы G  

и B  ее OS -продобавление. 

(1) Для любого элемента g G  подгруппа 
gB  будет OS -продобавлением к под-

группе A в группе G. 

(2) Для любого элемента g G  подгруппа 
gA  будет OS -проперестановочной 

в группе G , а подгруппы B  и 
gB  – ее OS -продобавлениями. 

Лемма 7 [16, лемма 7]. Пусть A  – OS -проперестановочная подгруппа группы G  

и B  – ее OS -продобавление. 

(1) Если N G , то AN  – OS -проперестановочна в G  и B  является  

OS -продобавлением к AN  в G . 

(2) Если N G , то /AN N  – OS -проперестановочна в /G N  и /BN N  явля-

ется OS -продобавлением к /AN N  в /G N . 
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(3) Если A  – OS -проперестановочная подгруппа группы G  и B  – OS -

продобавление в G , то = ( )G GA A A B  и A  OS -проперестановочна в GA  и GA B  – 

OS -продобавление к A  в GA . 

Лемма 8. Пусть A  – неединичная OS -проперестановочная подгруппа простой 

группы G  и B  – ее минимальное OS -продобавление. Тогда все собственные подгруппы 

в B  нильпотентны, т. е. либо B  нильпотентна, либо B  есть группа Шмидта. 

Доказательство. Предположим, что в B  имеется собственная ненильпотентная 

подгруппа. Тогда существует подгруппа Шмидта <S B  и <AS G . Из леммы 6 (1) 

следует, что =g gAS S A  для любого g G . По лемме 3, либо GA G , либо GB G , 

что противоречит условию доказываемого предложения. Поэтому предположение 

неверно, и B  либо нильпотентная подгруппа, либо группа Шмидта. 

Лемма 9. Пусть R  – неединичная OS -проперестановочная r -подгруппа прос-

той группы G  и B  – ее минимальное OS -продобавление. Тогда для R , B , и G  воз-

можны только следующие изоморфизмы: 

(1) 5R Z , 4B A , (2,5)G PSL ; 

(2) 8R D , 7 3[ ]B Z Z , (2,7)G PSL ; 

(3) 9R Z , 8 7[ ]B E Z , (2,8)G SL . 

Доказательство. Так как G  – простая группа, то =GR G  и =G RB , R  –  

OS -проперестановочна в G  по лемме 6. Согласно лемме 8 и теореме Виланда – Кегеля, 

подгруппа B  является группой Шмидта = [ ]B P Q . По лемме 4, группа { (2,7)G PSL , 

(2,5)PSL , (2,8)}SL . Факторизации этих групп известны [20], искомые факторизации 

указаны в пунктах (1) – (3). 

Лемма 10. Пусть U  подгруппа группы G  и N  нормальная подгруппа в G . Если 

все подгруппы Шмидта из U  содержатся в N , то /UN N  нильпотентна. 

Доказательство. В силу изоморфизма / /U U NUN N   достаточно доказать, 

что /U U N  нильпотентна. Предположим обратное и пусть D U N  , /K D  

подгруппа Шмидта в /U D . По лемме 2, существуют подгруппы S L K U    такие, 

что K LD подгруппа Шмидта и LS L . По условию, .S N U D    Следовательно, 

,LK LD S D D    противоречие с / 1.K D   Лемма доказана. 

Лемма 11. Предположим, что в группе G  силовская p -подгруппа  

OS -проперестановочна. Если H  – субнормальная подгруппа в 
GP , то силовская  

p -подгруппа из H  OS -проперестановочна в H . 

Доказательство. Поскольку P  OS -проперестановочна в G , отсюда следует, 

что = ( )GG N P B  и P  перестановочна со всеми подгруппами Шмидта группы B . Пусть 

pH  – силовская p -подгруппа из H такая, что =pH P H . 

Предположим, что =GP G . Тогда по условию мы имеем, что H  субнормальна 

в G , и, по лемме 7 (3), ( ) .G GG P P P B PB     

Воспользуемся индукцией по порядку G . Предположим, что H  нормальна в G
. Тогда H  перестановочна с подгруппами P  и B . По лемме 5, 

 

= ( )( ) = ( ) ( )( ).p H pH P H B H H B H N H B H      
 

Пусть S  – подгруппа Шмидта в B H . По условию SP PS . С S B H  , мы 

имеем это по тождеству Дедекинда: 
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= ( ) = ( ) .p pH SP S H P SH H PS H P S H S        
 

Следовательно, силовская p -подгруппа 
pH  группы H  OS -проперестановочна 

в H  и B H  является OS -дополнением к 
pH  в H . 

Пусть теперь H  ненормальна в G . Поскольку H  субнормальна в G , имеем, 

что H  субнормальна в 
GH  и .GH G  Согласно доказанному, силовская p -подгруппа 

группы 
GH  OS -проперестановочна в 

GH . Теперь, по индукции, силовская p -подгруппа 

группы H  OS -проперестановочна в H . 

Следовательно, .GP G  Поскольку H  субнормальна в 
GP , то отсюда следует, 

что H  субнормальна в 
GG PP P . 

По лемме 7 (3), ( )G GP P P B   и P  OS -проперестано-вочна в 
GP . Тогда 

силовская p -подгруппа группы H  OS -проперестановочна в H  по индукции. 

Лемма доказана. 

 

2. Доказательство теоремы А 

Ясно, что p -разрешимость группы G  эквивалентна утверждению (4’). Если  

p ≥ 7, то все неабелевы композиционные факторы группы G  являются 'p -группами. 

Поскольку P  OS -проперестановочна в G , то отсюда следует, что = ( )GG N P B  

и P  перестановочна со всеми подгруппами Шмидта группы B . 

Предположим, что =GP G . Тогда, по лемме 7 (3), 
 

( ) .G GG P P P B PB     
 

Будем доказывать все утверждения одновременно. Воспользуемся индукцией 

по порядку группы G . Пусть /H K  – произвольный неабелевый композиционный 

фактор группы G . Тогда H  – субнормальная подгруппа группы G , подгруппа K  

нормальна в H  и фактор-группа /H K  простая. Кроме того, =GH P G . Если H G , 

то, по лемме 11, 
pH  OS -проперестановочна в H  и, по индукции, /H K  – подгруппа 

из пунктов (1) – (3), (4’). В этом случае теорема доказана. 

Следовательно, =H G . Тогда /G K  – простая группа и ( / ) = /GPK K G K . 

По лемме 7 (3), / = ( / )( / ).G K PK K BK K  
По теореме Виланда – Кегеля, подгруппа /BK K  ненильпотента, а, по лемме 10, 

в подгруппе B  существует подгруппа Шмидта S  такая, что S  не содержится в K . 

По условию, =PS SP , а из леммы 6 следует, что =x xPS S P  для всех x G . Поэтому 
 

( / )( / ) = ( / ) ( / ).xK xKPK K SK K SK K PK K  
 

Так как /G K  – простая группа, то из леммы 3 заключаем, что / = ( / )( / ).G K PK K SK K  

У группы Шмидта фактор-группы либо циклические, либо являются вновь группами 

Шмидта. По теореме Виландта – Кегеля, подгруппа / /SK K S S K  не циклическая, 

поэтому /SK K  – группа Шмидта и применима лемма 9. Из этой леммы следует, 

что 5p   и / (2,7)G K PSL  при = 2p , (2,8)SL  при = 3p  или (2,4)SL  при = 5p . 

Пусть <GP G , тогда / GG P  – 'p -группа. Пусть /H K  – произвольный 

неабелев композиционный фактор в 
GP . Тогда H  субнормальна в 

GP , и, по лемме 11, 
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силовская p -подгруппа из H  OS -проперестановочна в H . По индукции, все 

неабелевы компо-зиционные факторы из H  и, следовательно, группы G  удовлетворя-

ют условиям (1) − (3), (4’) теоремы. Теорема доказана. 

Следствие 1. Если в группе G  силовские 2- и 3-подгруппы OS -проперестановочны, 

то группа G  разрешима. 

Доказательство. Предположим, что группа G  неразрешима и /H K  – неабелев 

композиционный фактор группы G . По теореме A (1), / (2,7)H K PSL , поэтому 

3 ( / )H K . По условию, силовская 3-подгруппа группы G  OS -проперестановочна. 

По теореме A (2), / (2,8)H K SL . Так как (2,7) (2,8)PSL SL , то имеем противо-

речие. Поэтому предположение неверно и G  разрешима. 

Следствие 2. Если в группе G  силовские 2- и 7-подгруппы OS -проперестановочны, 

то группа G  разрешима. 

Доказательство. Предположим, что группа G  неразрешима и /H K  – неабелев 

композиционный фактор группы G . По теореме A (1), / (2,7)H K PSL , поэтому 

7 ( / )H K . По условию, силовская 7-подгруппа группы G  OS -проперестановочна. 

По теореме 1 (4), группа G  7-разрешима, поэтому /H K  7-разрешима. Противоречие. 
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