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КЛАССИФИКАЦИЯ И ИССЛЕДОВАНИЕ 

РЕДУКТИВНЫХ ОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВ, 

ПОРОЖДЕННЫХ ГРУППОЙ ЛИ ДВИЖЕНИЙ ПРОСТРАНСТВА МИНКОВСКОГО 

 
Изучаются однородные пространства, порожденные группой Ли движений постранства Мин-

ковского. Среди таких пространств выделяются редуктивные однородные пространства. 

Ключевые слова: группа, подгруппа, однородное пространство, группа Ли, алгебра Ли, комму-

татор, редуктивное однородное пространство, редуктивное дополнение. 

 

Classification and Investigation of Reductive Homogeneous Spaces Generated  

by the Lie Group of Motions of the Minkowski Space 
 

We study homogeneous spaces generated by the Lie group of motions of the Minkowski space. Among 

such spaces, reductive homogeneous spaces are singled out. 

Key words: group, subgroup, homogeneous space, Lie group, Lie algebra, commutator, reductive ho-

mogeneous space, reductive complement. 

 

Введение 

Однородные пространства являются предметом исследования математиков 

на протяжении более чем сто лет. Актуальность исследования таких пространств объ-

ясняется тем, что они находят применение, что они служат аппаратом при исследова-

нии геометрии, алгебры, теоретической физики. Особую важность представляют одно-

родные пространства, порожденные группой Ли движений различных (псевдоевклидо-

вых пространств) В этой области работали Э. Картан, Г. Вейль, П. К. Рашевский, 

К. Номидзу, Ш. Кобаяси, В. И. Ведерников, А. С. Феденко, И. В. Белько, В. Балащенко, 

С. Г. Кононов, А. А. Юдов и др. 

В работе исследуются однородные пространства, структурной группой которых 

является группа Ли движений пространства Минковского. 

 

Нахождение редуктивных однородных пространств, порожденных группой 

Ли движений пространства Минковского 

Определение 1. Однородное пространство 
i

GH /  называется редуктивным, если 

алгебра Ли H  группы Ли H распадается в прямую сумму подпространств: 
 

iH m G  ,       (1) 

причем подпространство m инвариантно относительно iGad , где iGad  – присоеди-

ненное представление алгебры Ли iG . 
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Рассмотрим однородное пространство 
12

/GH , где 
12

G  ‒ подгруппа Ли группы 

Ли H вращений шестимерного Лоренцового пространства, имеющая алгебру Ли 
12

G  

},,,{
965
iii  где: 
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Для решения системы инвариантности по способу, описанному выше, будем 

сводить задачу к рассмотрению двадцати случаев: 
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По строчкам в этой матрице записаны координаты базисных векторов 

,,, 321 XXX  определяющих инвариантные подпространства m причем базис в алгебре H  

выберем следующим образом: .,,,,,
1059876
iiiiii  

Таким образом, инвариантные подпространства },,{ 321 XXXm   задаются век-

торами: 
 

.,, 105983105972105961 riqipiiXtisiiiXviiiiX    (2) 
 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая, a =i5 получим: 
 

1 8 7

2 9 7

3 6 7

[ ,X ] ,

[ ,X ] ,

[ ,X ] .

a i i

a i i

a i pi





 

 

 

 (3) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов 1 2 3{ , , }:X X X   
 

1 6 9 5 10 1 7 9 5 10 1 8 9 5 10 5 1( ) ( ) ( ) (i i i i i i si ti i pi qi ri i                        (4) 

1 1 6 1 7 1 8 1 9 1 1 1 10 1 1 1) ( ) ( ).s q i i i i p i t r                      
 

Сравнивая формулу (4) с первой формулой (3), получим: 
 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 10, 1, 0, , 0, 0, 0.s q p t r                           
 

Отсюда следует: 0, 0, 0.s q p t r          

Сравнивая формулу (4) со второй формулой (3), получим: 
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 20, 0, , 0, 1, 0.s q p t r                         
 

Отсюда следует: 
20, 1, 0.s t      

Аналогично, сравнивая формулу (4) с третьей формулой (3), получим: 
 

0, 0, 0.ps p tp          
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Таким образом, в случае 1
0 

получаем систему уравнений: 
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Из системы получаем следующее: 
 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, .t s q r p             
 

В итоге получили, что векторы 1 2 3{ , , }X X X  имеют вид (базисы): 
 

6 9 7 9 8 9{ , , }.i i i i i i    
 

Аналогично рассматриваются случаи 2
0
 − 20

0
. 
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Рассмотрим случай 2
0
. В этом случае векторы, задающие инвариантные подпро-

странства, принимают вид: 
 

.,, 10593105872105861 riqiiXtisiiiXiiiiX    (5) 
 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая 5ia  , получим: 
 

,],[ 681 iiXa   

,],[ 692 iiXa   

.],[ 73 iXa   

(6) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов :},,{ 321 XXX  
 

 1510591105871105861 ()()()(  iriqiitisiiiiiii  

).()() 1111019118171611  rtiiiiiqs   
(7) 

 

Сравнивая формулу (7) с первой формулой (6), получим: 
 

.0,0,1,0,,0 11111111111   rtqs  
 

Отсюда следует: .0,1,0 2    

Сравнивая формулу (7) со второй формулой (6), получим: 
 

.0,1,0,0,,0 22222222222   rtqs  
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Отсюда следует: 

.0,0,0  rq   
 

Аналогично сравнивая формулу (7) с третьей формулой (6), получим: 
 

.0,0,0  ts   
 

Таким образом, в случае 2
0
 получаем систему уравнений: 
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Из системы получаем следующее: .0,0,0,0,0,0,0,1  rqts  

В итоге получили, что векторы },,{ 321 XXX имеют вид (базисы): 
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Рассмотрим случай 3
0
. В этом случае векторы, задающие инвариантные подпро-

странства, принимают вид: 
 

.,, 1053109872109861 piiXtisiiiXiiiiX    (8) 
 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая ,5ia   получим: 
 

,],[ 7681 iiiXa    

,],[ 7692 siiiXa    

.0],[ 3 Xa  

(9) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов :},,{ 321 XXX  
 

 1716151051109871109861 )()()(  iiipiitisiiiiiii  

).()()( 11110119118  ptisii   
(10) 

 

Сравнивая формулу (10) с первой формулой (9) и сравнивая формулу (10) 

со второй формулой (9), получим систему уравнений: 
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Из этой системы вытекает следующую система: 
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Данная система приводит к рассмотрению следующих двух случаев: 

,0);)   bsa  .0  Рассматривая исходную систему в случае ),a  мы получаем 

следующее: 

,1    где ;01   
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Определитель полученной системы отличен от нуля, следовательно, система 

имеет единственное решение. Таким образом, .0,0  t  

В итоге получили, что векторы },,{ 321 XXX  имеют вид (базисы): 
 

}.,1,1{ 105987986 piiiiiiii     
 

Рассматривая исходную систему в случае ),b мы получаем следующее: 
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Таким образом, .0,1,0,1  ts  

В итоге получили, что векторы },,{ 321 XXX  имеют вид (базисы) 
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Рассмотрим случай 4
0
. В этом случае векторы, задающие инвариантные подпро-

странства, принимают вид: 
 

.,, 1035987259861 iXtisiiiXiiiiX    (11) 
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Используя таблицу коммутаторов и обозначая ,5ia   получим: 
 

,],[ 7681 iiiXa    

,],[ 7692 siiiXa    

.0],[ 3 Xa  

(12) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов :},,{ 321 XXX
 

 

 17161151015987159861 )()()(  iitiitisiiiiiii  

.)()( 110119118  isii   
(13) 

 

Сравнивая формулу (13) с первой формулой (12) и сравнивая формулу (13) 

со второй формулой (12), получим систему уравнений: 
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Из этой системы вытекает следующую система: 
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Данная система приводит к рассмотрению следующих двух случаев: 

,0);)   bsa  .0  Рассматривая исходную систему в случае ,a  мы получаем сле-

дующее: 

,1   где ;01   
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Определитель полученной системы отличен от нуля, следовательно, система 

имеет единственное решение. Таким образом, .0,0  t  

В итоге получили, что векторы },,{ 321 XXX  имеют вид (базисы): 
 

}.,1,1{ 10987986 iiiiiii     
 

Рассматривая исходную систему в случае ,b  мы получаем следующее: 
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Таким образом, .0,1,0,1  ts    
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В итоге получили, что векторы },,{ 321 XXX  имеют вид (базисы) 
 

 },,, 109786 iiiii   

 },,, 109786 iiiii   

 },,, 109786 iiiii   

 }.,, 109786 iiiii   
 

В случае 5
0
 система инвариантности противоречива. 
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Рассмотрим случай 6
0
. В этом случае векторы, задающие инвариантные подпро-

странства, принимают вид: 
 

.,, 105310982109761 piiXsiiiXiiiiX    (14) 
 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая ,5ia   получим: 
 

,],[ 7981 iiiXa    

,],[ 762 iiXa   

.0],[ 3 Xa  

(15) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов :},,{ 321 XXX
 

 
 

 1615105110981109761 )()()(  iipiisiiiiiii  

).()( 11101191817 siiii    
(16) 

 

Сравнивая формулу (16) с первой формулой (15), получим: 
 

.0,,1,,0,0 11111111  s  
 

Отсюда следует: .0,0,   s  

Сравнивая формулу (16) со второй формулой (15), получим: 
 

.0,0,0,,1,0 22222222  s  
 

Отсюда следует: .0,0,   s   

Отметим, что оставшаяся формула не приводит к дополнительным условиям. 

В итоге получили, что векторы },,{ 321 XXX  имеют вид (базисы): 
 

}.,,{ 1059876 piiiiii    

.

100000

0100

001

70

















s



 

 

Рассмотрим случай 7
0
. В этом случае векторы, задающие инвариантные подпро-

странства, принимают вид: 
 

.,, 103598259761 iXsiiiXiiiiX    (17) 
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Используя таблицу коммутаторов и обозначая ,5ia   получим: 
 

,],[ 7981 iiiXa    

,],[ 762 iiXa   

.0],[ 3 Xa  

(18) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов :},,{ 321 XXX
 

 

 16115101598159761 )()()(  isiisiiiiiii  

.)( 1101191817  iiii   
(19) 

 

Сравнивая формулу (19) с первой формулой (18), получим: 
 

.0,,1,,0,0 11111111   s  
 

Отсюда следует: .,0,0  s  
 

Сравнивая формулу (19) со второй формулой (18), получим: 
 

.0,0,0,,1,0 22222222   s  
 

Отсюда следует: .0,,0    

Отметим, что оставшаяся формула не приводит к дополнительным условиям. 

В итоге получили, что векторы },,{ 321 XXX имеют вид (базисы): 
 

}.,,{ 109876 iiiii    
 

В случаях 8
0
, 9

0
 системы инвариантности противоречивы. 

 

.
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Рассмотрим случай 10
0
. В этом случае векторы, задающие инвариантные под-

пространства, принимают вид: 
 

.,, 1035298761 iXiXiiiiX    (23) 
 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая ,5ia   получим: 
 

,],[ 76981 iiiiXa    

,0],[ 2 Xa  

.0],[ 3 Xa  

(24) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов :},,{ 321 XXX
 

 

.)( 11019181716151015198761  iiiiiiiiiiii   (25) 
 

Сравнивая формулу (25) с первой формулой (24), получим: 
 

.0,,1,,,0 111111    
 

Отсюда следует: .,1    
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Отметим, что остальные формулы не приводят к дополнительным условиям. 

В итоге получили, что векторы },,{ 321 XXX имеют вид (базисы): 
 

},,,{ 1059876 iiiiii    

}.,,{ 1059876 iiiiii    
 

В случаях 11
0
 – 13

0
 системы инвариантности противоречивы. 
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Рассмотрим случай 14
0
. В этом случае векторы, задающие инвариантные под-

пространства, принимают вид: 
 

.,, 1053109210871 tiiXiiXiiiX    (26) 
 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая ,5ia   получим: 
 

,],[ 691 iiXa   

,],[ 72 iXa   

.0],[ 3 Xa  

(27) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов :},,{ 321 XXX
 

 

 191817151051109110871 )()()(  iiiitiiiiiii  

).( 11110  ti   
(28) 

 

Сравнивая формулу (28) с первой формулой (27), получим: 
 

.0,1,0,0,0,0 1111111   t  
 

Отсюда следует: .0  

Сравнивая формулу (28) со второй формулой (27), получим: 
 

.0,0,0,1,0 2222222   t  
 

Отсюда следует: .0  

Отметим, что оставшаяся формула не приводит к дополнительным условиям. 

В итоге получили, что векторы },,{ 321 XXX имеют вид (базисы): 
 

}.,,{ 10597 iiii   
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Рассмотрим случай 15
0
. В этом случае векторы, задающие инвариантные под-

пространства, принимают вид: 
 

.,, 1035925871 iXiiXiiiX    (29) 
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Используя таблицу коммутаторов и обозначая ,5ia   получим: 
 

,],[ 691 iiXa   

,],[ 72 iXa   

.0],[ 3 Xa  

(30) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов :},,{ 321 XXX
 

 

.)()()( 1101918171151015915871  iiiiiiiiiii   (31) 
 

Сравнивая формулу (31) с первой формулой (30), получим: 
 

.0,1,0,0,0,0 111111    
 

Отсюда следует: .0  

Сравнивая формулу (31) со второй формулой (30), получим: 
 

.0,0,0,1,0 222222    
 

Отсюда следует: .0,0    

Отметим, что оставшаяся формула не приводит к дополнительным условиям. 

В итоге получили, что векторы },,{ 321 XXX имеют вид (базисы): 
 

}.,,{ 1097 iii  

.
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Рассмотрим случай 16
0
. В этом случае векторы, задающие инвариантные под-

пространства, принимают вид: 
 

.,, 103529871 iXiXiiiX    (32) 
 

Используя таблицу коммутаторов и обозначая ,5ia   получим: 
 

,],[ 7691 iiiXa    

,0],[ 2 Xa  

.0],[ 3 Xa  

(33) 

 

Рассмотрим линейную комбинацию векторов :},,{ 321 XXX
 

 

.)( 11019181715101519871  iiiiiiiiii   (34) 
 

Сравнивая формулу (34) с первой формулой (33), получим: 
 

.0,1,0,,0,0 11111    
 

Отсюда следует: .1  

Отметим, что остальные формулы не приводят к дополнительным условиям. 

В итоге получили, что векторы },,{ 321 XXX имеют вид (базисы): 
 

},,,{ 10597 iiii   

}.,,{ 10597 iiii   
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В случаях 17
0
 – 20

0
 системы инвариантности противоречивы. 

Теорема 1. Относительно оператора 5i  инвариантны только следующие четы-

рехмерные подпространства алгебры Ли : 
 

},,,{ 989796 iiiiii    

},,,{ 9786 iiii   

},,1,1{ 105987986 piiiiiiii     

},,,{ 1059786 piiiiii   

},,,{ 1059786 piiiiii   

},,,{ 1059786 piiiiii   

},,,{ 1059786 piiiiii   

},,1,1{ 10987986 iiiiiii     

},,,{ 109786 iiiii   

},,,{ 109786 iiiii   

},,,{ 109786 iiiii   

},,,{ 109786 iiiii   

},,,{ 1059876 piiiiii    

},,,{ 109876 iiiii    

},,,{ 1059876 iiiiii    

},,,{ 1059876 iiiiii    

},,,{ 10597 iiii   

},,,{ 1097 iii  

},,,{ 10597 iiii   

}.,,{ 10597 iiii   
 

Теорема 2. Относительно операторов 865 ,, iii  инвариантно только следующее че-

тырехмерное подпространство алгебры Ли }.,,{: 1097 iiiH   

Условие прямой суммы для подпространства },,{ 10971 iiim   выполняются, т. е. 
 

.112 mGH   
 

Таким образом, получена следующая теорема: 

Теорема 3. Однородное пространство 12/GH  редуктивно. Редуктивным допол-

нением является только следующее подпространство: .,, 1097 iii  

 

Заключение 

В работе получено редуктивное однородное пространство. Результаты работы 

могут быть применены для решения аналогичных задач в других евклидовых простран-

ствах, а также в научно-исследовательской работе по дифференциальной геометрии 

и в теоретической физике. 
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