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Влияние вторичного электрооптического эффекта на свойства голограмм в куби-

ческих фоторефрактивных кристаллах впервые рассмотрено в работе [8]. Теоретиче-

ская модель дифракции световых волн на фотоиндуцированных фазовых голограммах 

в кубических оптически активных фоторефрактивных кристаллах с одновременным 

учетом оптической активности, первичного и вторичного электрооптических эффектов 

предложена в работах [9–10]. 

В [11] приведены аналитические выражения для нахождения изменения компо-

нентов обратного тензора диэлектрической проницаемости (далее – обратный тензор) 

для фоторефрактивных кристаллов класса симметрии 23 с учетом первичного и вторич-

ного электрооптических эффектов. Исследованы зависимости изменения компонентов 

обратного тензора от направления вектора голографической решетки. 

В [12] показано, что при учете вторичного электрооптического эффекта полу-

ченные теоретически и экспериментально графики зависимости коэффициента усиле-

ния при двухволновом взаимодействии на пропускающей голограмме в кристалле 

Bi12SiO20 среза (110) от ориентационного угла, образованного вектором голографиче-

ской решетки и направлением [001], совпадают. В работах [13–15] подтверждена спра-

ведливость описания вторичного электрооптического эффекта в фоторефрактивных 

кристаллах класса симметрии 23. 

Предложенные в [11] выражения применяются для нахождения постоянных свя-

зи в уравнениях связанных волн при расчете выходных характеристик голографических 

решеток, сформированных в кубических фоторефрактивных кристаллах. Например, 

в [16] теоретически и экспериментально изучено влияние оптической активности и пье-

зоэлектрического эффекта на двухволновое взаимодействие на пропускающей голо-

графической решетке в кубическом фоторефрактивном кристалле среза (110). Получе-

ны выражения для определения оптимальных азимутов поляризации предметной 

и опорной световых волн, при которых достигается наибольший уровень энергетиче-

ского обмена между этими волнами. Закономерности двухволнового взаимодействия 

на пропускающей голографической решетке рассмотрены в [17]. Показано, что оптими-

зация энергетического обмена при встречном двухволновом взаимодействии должна 

производиться с учетом вклада вторичного электрооптического эффекта. 

В [18] получены уравнения связанных волн, описывающие двухпучковое взаи-

модействие на отражательных голографических решетках в кубических фоторефрак-

тивных кристаллах, и выполнен анализ анизотропии вкладов внутримодовых и межмо-

довых процессов. В [19] приведены выражения, которые могут быть использованы 

для нахождения напряженности электрического поля предметной волны при встречном 

двухволновом взаимодействии в кубическом фоторефрактивном пьезокристалле. В [20] 

изучено влияние вторичного электрооптического эффекта на энергетический обмен при 

встречном двухволновом взаимодействии на отражательной решетке. Определены на-

правления вектора отражательной голографической решетки в кристаллографической 

системе координат, для которых достигается максимальная относительная интенсив-

ность предметной волны.  

Аналитический обзор современного состояния исследований в научных публи-

кациях по голографии фоторефрактивных пьезокристаллов представлен в [21]. 

В настоящей работе произведен анализ закономерностей изменения компонен-

тов обратного тензора диэлектрической проницаемости кристалла Bi12TiO20 (ВТО) 

под действием электрического поля  ⃗ . В работе рассмотрены типичные для голографи-

ческих экспериментов ориентации вектора  ⃗  в кристаллографической системе коорди-

нат и определены максимальные и минимальные значения нормальной составляющей 

обратного тензора диэлектрической проницаемости. Изучены закономерности измене-
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ния компонентов обратного тензора диэлектрической проницаемости под действием 

вторичного электрооптического эффекта. 

 

Теоретическая модель 
Для решения системы уравнений связанных волн (например, [16]) необходимо 

раскрыть тензорные свертки         ̂      , где       – векторы, используемые для задания 

поляризации световых волн;   ̂ – изменение тензора диэлектрической проницаемости, 

возникающее под действием электрического поля и соответствующее амплитуде голо-

графической решетки в кристалле. Для нахождения изменения тензора диэлектриче-

ской проницаемости   ̂ используют равенство:  
 

   ̂    ̂)( ̂    ̂   ,     (1) 
 

где   ̂,  ̂  – прямой и обратный тензоры диэлектрической проницаемости невозмущен-

ного кристалла;   ̂ – изменение обратного тензора. С учетом равенства  ̂ ̂    и в при-

ближении малости слагаемого   ̂  ̂ выражение (1) можно представить в виде: 
 

  ̂     ̂  ̂  ̂.       (2) 
 

Фоторефрактивные кристаллы класса симметрии 23 являются оптически изо-

тропными средами [22], для которых выражение (2) можно представить в виде: 
 

  ̂     
   ̂        (3) 

 

где    – показатель преломления невозмущенного кристалла. 

Для задания   ̂ используем выражения, впервые приведенные в [11]: 
 

                (4) 
 

где Е – напряженность электрического поля. 

В [11] были получены следующие выражения для    : 
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Здесь приняты следующие обозначения для ненулевых компонентов тензоров 

линейного электрооптического ( ̂ ), фотоупругого ( ̂ ) и обратного пьезоэлектрическо-

го ( ̂) эффектов, а также компонентов тензора упругости ( ̂ ):     
      

      
  

    
      

      
     ,                                  ,    

     
     

      
   

     
     

     
     

     
         

     
     

         
     

     
         

  
   

     
    ,    

     
     

    ,    
     

     
    . 



ФІЗІКА 27 

Индекс S для тензора линейного электрооптического эффекта  ̂  означает, что 

компонента      тензора линейного электрооптического эффекта измерялась для зажа-

того кристалла; компоненты тензоров упругости  ̂  и фотоупругого эффекта  ̂  изме-

рялись при постоянном электрическом поле [23].  

При численных расчетах рассматривался кристалл с параметрами ВТО, заим-

ствованными из работы [24]: показатель преломления невозмущенного кристалла 

        ; коэффициенты упругости               Н/м
2
,              Н/м

2
, 

             Н/м
2
; электрооптический коэффициент                  м/В; ко-

эффициенты фотоупругости          ,         ,         ,         ; пьезо-

электрический коэффициент         К/м
2
. Напряженность электрического поля 

при расчетах принималась равной Е = 0,6 кВ/м. 

Для характеристики изменения тензорного свойства в заданном направлении ис-

пользуем указательную поверхность нормальной составляющей обратного тензора, ко-

торая описывается уравнением [25; 26]: 
 

         ̂                 (5) 
 

где  – нормальная составляющая обратного тензора (далее – нормальная составляю-

щая) в направлении единичного вектора    (рисунок 1);    – компоненты вектора   . Нор-

мальная составляющая  численно равна проекции вектора   ̂   на направление, парал-

лельное вектору   . 
В сферической системе вектор    задается выражениями:             ,        

            ,        , где   – угол между осью    и проекцией вектора    на плос-

кость, перпендикулярную оси   ,   – угол между осью    и вектором   . Оси сфериче-

ской системы координат (        ) совпадают по направлению с осями кристаллогра-

фической системы координат:   ||[100],   ||[010],   ||[001]. 

Методика построения указательной поверхности нормальной составляющей за-

ключается в следующем. Задается направление вектора  ⃗ , и на основании выражения (4) 

вычисляются компоненты обратного тензора     . По всем возможным направлениям 

вектора   , исходящим из начала сферической системы координат, откладываются от-

резки, численно равные нормальной составляющей . Концы этих отрезков в совокуп-

ности образуют указательную поверхность нормальной составляющей. Для некоторых 

Рисунок 1. – Задание вектора напряженности электрического поля 

голографической решетки в кристаллографической системе координат 
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направлений вектора    нормальные составляющие могут принимать отрицательные 

значения. В этом случае удобно окрашивать часть указательной поверхности в белый 

цвет, если нормальная составляющая имеет положительный знак, и в черный цвет, если 

нормальная составляющая  имеет отрицательное значение. 

Как видно из (3), изменение компонентов тензора диэлектрической проницаемо-

сти для фоторефрактивных кристаллов класса симметрии 23 прямо пропорционально 

изменению компонентов обратного тензора. Отсюда следует, что для указательных по-

верхностей нормальной составляющей прямого и обратного тензоров диэлектрической 

проницаемости экстремальные направления, вдоль которых параметр  принимает мак-

симальное или минимальное значение, совпадают.  

 

Полученные результаты и их обсуждение 
На рисунке 2 представлены указательные поверхности нормальной составляю-

щей, построенные для  ⃗         (рисунок 2а) и  ⃗   [   ] (рисунок 2b). 

 

Как видно из рисунка 2, указательные поверхности имеют сложную форму и со-

стоят из четырех одинаковых по величине и форме соприкасающихся яйцеобразных 

областей: двух белых и двух черных. Внешняя симметрия указательных поверхностей 

может быть описана группой mmm и соответствует тензорам, у которых в главной сис-

теме координат одна из диагональных компонентов равна нулю, а две другие компо-

ненты равны по модулю и имеют различные знаки [26]. При изменении направления 

вектора  ⃗  на противоположное направление указательная поверхность также будет из-

менять свой цвет на противоположный цвет. 

Указательные поверхности отличаются пространственной ориентацией относи-

тельно вектора  ⃗ . При  ⃗         (рисунок 2а) экстремальные направления указательной 

поверхности перпендикулярны вектору  ⃗ , и поверхность совмещается сама с собой 

при повороте на угол 180  относительно вектора  ⃗ . 

a – �⃗�        , b – �⃗�         

Рисунок 2. – Указательные поверхности 

нормальной составляющей обратного тензора,  𝟏𝟎 𝟕
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При  ⃗         (рисунок 2b) экстремальные направления указательной поверхно-

сти лежат в одной плоскости с вектором  ⃗ , и поверхность не совмещается при повороте 

относительно вектора  ⃗ . Это обусловлено тем, что на рисунке 2а вектор  ⃗  совпадает по 

направлению с поворотной осью симметрии второго порядка (x3), а на рисунке 2b век-

тор  ⃗  направлен по биссектрисе между поворотными осями симметрии второго порядка. 

Для количественного анализа приведенных на рисунке 2 указательных поверх-

ностей рассмотрим их сечения. Для указательной поверхности, представленной на ри-

сунке 2а, удобно выбрать секущую плоскость, перпендикулярную оси x3 и проходящую 

через начало координат. Секущая плоскость для указательной поверхности, представ-

ленной на рисунке 2b, перпендикулярна направлению [110] и проходит через начало 

координат. На рисунках 3а и 3b схематически отображено взаимное расположение се-

кущих плоскостей и указательных поверхностей. На рисунках 3c и 3d изображены сле-

ды указательных поверхностей на плоскостях сечения. 
 

a, b – взаимное расположение указательных поверхностей и секущих плоскостей; 

с, b – следы указательных поверхностей на плоскостях сечения 
 

Рисунок 3. – Сечения указательных поверхностей, 

представленных на рисунке 2,  𝟏𝟎 𝟕 
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Как следует из рисунка 3, следы сечений указательных поверхностей, рассчитан-

ных при  ⃗         и  ⃗   [   ], практически совпадают. На рисунке 3с экстремальные на-

правления указательной поверхности совпадают с кристаллографическими направле-

ниями [110],        ,         и       . На рисунке 3d нормальная составляющая достигает 

экстремальных значений вдоль биссектрис, лежащих в плоскости сечения и делящих 

углы между кристаллографической осью x3 и вектором  ⃗ .  

На рисунке 4 – указательные поверхности, рассчитанные при  ⃗           (рису-

нок 4а) и  ⃗           (рисунок 4b). 

 

Указательная поверхность при  ⃗           (рисунок 4а) представляет собой слож-

ную фигуру, состоящую из двух частей: две белых яйцеобразных соприкасающихся 

поверхности и перпендикулярная им торообразная поверхность. Эта поверхность опи-

сывается предельной группой /mm. Поворотная ось симметрии бесконечного порядка 

параллельна вектору  ⃗  и, соответственно, любое перпендикулярное вектору  ⃗  сечение 

указательной поверхности является фигурой вращения. Внешняя симметрия указатель-

ной поверхности соответствует такому тензору второго ранга, для которого в главной 

системе координат две диагональные компоненты равны и отличаются от третьей ком-

поненты по величине и по знаку [26]. 

Рассчитанная для  ⃗           указательная поверхность (рисунок 4b) внешне сход-

на с представленной на рисунке 4а поверхностью, но имеет менее симметричную внеш-

нюю форму и не содержит поворотных осей симметрии бесконечного порядка. Пред-

ставленная на рисунке 4b указательная поверхность имеет форму, переходную между 

отображенными на рисунках 4а и 2b поверхностями. Это означает, что при вращении 

вектора  ⃗  от направления <111> к направлению <110> указательная поверхность будет 

видоизменяться от формы, представленной на рисунке 4а, к форме, представленной 

a – �⃗�          , b – �⃗�           

Рисунок 4. – Указательные поверхности 

нормальной составляющей обратного тензора,  𝟏𝟎 𝟕 
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на рисунке 2b. Одна из переходных форм при трансформации указательной поверхно-

сти и представлена на рисунке 4b. 

Проанализируем сечения представленных на рисунке 4 указательных поверхнос-

тей плоскостями, проходящими через начало координат и параллельными плоскостям 

(112) (рисунки 5а и 5с) и (110) (рисунки 5b и 5d). На рисунках 5а и 5b схематически 

отображено взаимное расположение секущих плоскостей и указательных поверхностей.  

 

На рисунках 5c и 5d в изображены следы указательных поверхностей на плоско-

стях сечения. 

Рассмотрим случай, когда вектор  ⃗  ориентирован вдоль направления         (ри-

сунок 5с). В этом случае максимальное значение нормальной составляющей достигает-

ся вдоль направлений         и       , а наименьшее значение – перпендикулярно векто-

a, b – взаимное расположение указательных поверхностей и секущих плоскостей; 

с, d – следы указательных поверхностей на плоскостях сечения, 

рассчитанные без учета (1) и с учетом (2) обратного пьезоэлектрического эффекта 

Рисунок 5. – Сечения указательных поверхностей, 

представленных на рисунке 4,  𝟏𝟎 𝟕 
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ру  ⃗ . В общем случае, когда вектор  ⃗  ориентирован вдоль одного из направлений ком-

плекса <111>, экстремальные направления части указательной поверхности, окрашен-

ной в белый цвет, параллельны вектору  ⃗ . Для части указательной поверхности, окра-

шенной в черный цвет, экстремальным является любое направление, перпендикулярное 

вектору  ⃗ . При изменении направления вектора  ⃗  на противоположное цвет указатель-

ной поверхности также будет изменяться на противоположный. Учет вторичного элек-

трооптического эффекта обусловливает увеличение нормальной составляющей вдоль 

экстремальных направлений части указательной поверхности, окрашенной в белый 

цвет. При этом вдоль экстремальных направлений части указательной поверхности, 

окрашенной в черный цвет, имеет место уменьшение численного значения нормальной 

составляющей.  

Наиболее сложным для анализа является случай, когда вектор  ⃗  ориентирован 

вдоль направления         (рисунок 5d). Экстремальные направления указательной по-

верхности лежат в плоскости сечения и не совпадают по направлению с параллельными 

и перпендикулярными вектору  ⃗  осями. Учет вторичного электрооптического эффекта 

обусловливает не только количественное изменение максимальных и минимальных 

значений нормальной составляющей, но и качественную трансформацию внешней 

формы указательной поверхности. Под действием вторичного электрооптического эф-

фекта увеличивается максимальное значение нормальной составляющей (    ) 

для части указательной поверхности, окрашенной в белый цвет, и одновременно про-

исходит смещение максимума в плоскости сечения на угловое расстояние , между век-

торами r   и r  , проведенными к точкам    и    соответственно. Аналогичные измене-

ния имеют место при трансформации части указательной поверхности, окрашенной 

в черный цвет, под действием вторичного электрооптического эффекта. 

 
Заключение 

Таким образом, в кристаллографической системе координат определены направ-

ления, вдоль которых достигаются максимальные и минимальные значения нормальной 

составляющей обратного тензора диэлектрической проницаемости кристалла ВТО 

при ориентации вектора напряженности электрического поля пространственного заряда 

вдоль направлений      , [   ],         и        . Показано, что при  ⃗           вторичный 

электрооптический эффект приводит к уменьшению максимального значения нормаль-

ной составляющей вдоль экстремальных направлений, совпадающих с вектором  ⃗ . 

Минимальное значение нормальной составляющей вдоль экстремальных на-

правлений, перпендикулярных вектору  ⃗ , под действием вторичного электрооптиче-

ского эффекта по модулю уменьшается. В общем случае под действием вторичного 

электрооптического эффекта имеет место как изменение максимального и минимально-

го значений нормальной составляющей, так и изменение экстремальных направлений 

указательной поверхности нормальной составляющей обратного тензора диэлектриче-

ской проницаемости. 
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